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Fragestellung

Ein Beobachter steht am Punkt B der Erdoberflidche (sagen wir, in Konstanz) und blickt
aus der Hohe h (sagen wir, von der 40 m hohen Aussichtsplattform des Miinsterturms)
iiber eine ebene Wasserfliiche (sagen wir, iiber den Bodensee) in Richtung des Punkts
A (sagen wir, in Richtung Bregenz), der von A die Entfernung ¢ (sagen wir, 46 km)
hat. Dabei wird ¢ auf der gekriimmten Erdoberfliche gemessen. Diese Kriimmung der
Erdoberfliche ist auch die Ursache dafiir, dass er A selbst eventuell gar nicht sieht,
sondern nur eine Stelle (sagen wir am Hang des Pfianders), die mindestens die Hohe z
hat. Wie grofs ist dieser Wert x?

Abbildung 1: Der Blick von B nach A.

Wir ziehen also eine Tangente an die Erdkugel von einem Punkt der Hohe h senkrecht
tiber B in Richtung A und fragen, in welcher Hohe x diese Tangente die Senkrechte



iiber A trifft. Der Hilfspunkt H ist der , Horizontpunkt“, d. h., der Punkt an dem die
Tangente die Kugel beriihrt.

Gegebene Groflen
e R = der Erdradius' (konkret 6360 km als Niherungswert),

e h = die Augenhohe des Beobachters,

e ¢ = die Entfernung von A nach B, auf der Erdoberfliche gemessen (in Abbildung 1
in a + b zerlegt).

Gesuchte Grofle

e 1 = die minimale Hohe eines Punktes iiber A, den der Beobachter sehen kann.

Natiirlich setzen wir klare Sicht voraus. Bei Nebel sind unsere Berechnungen gegen-
standslos.

Hilfsgroflen

e b = die Entfernung des (nicht weiter interessierenden) Horizontpunkts H von B,
e ¢ = die Entfernung zwischen H und A,

e o = der Winkel zwischen den Erdradien nach A und H,

e 3 = der Winkel zwischen den Erdradien nach B und H.

Dabei ist ¢ = a + b.

Beziehungen der Groflen zueinander
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wobei wir alle Winkel im Bogenmaf} angeben. Die letzte Gleichung (5) ergibt die Losungs-
formel

(6) x =

Leigentlich der Kriimmungsradius der Erde in der betrachteten Gegend
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die im Rahmen unserer Modellannahmen (kugelférmige Erde) exakt ist. Auf das suk-
zessive Einsetzen der Zwischengrofien, riickwirts entlang der Gleichungskette (5)—(1),
verzichten wir lieber, da die Formel dann unésthetisch wird. Fiir eine konkrete Berech-
nung hangelt man sich besser an der Reihe der Formeln entlang.

Beispiel

Bestimmen wir die Hohe z in unserem Zahlenbeispiel mit A = 40, ¢ = 46000 und
R = 6360000:

7 = ~ 0.003547
(7) 3 = arccos Rih ,
(8) b=p-R =~ 22556,
9) a=c—b =~ 23443,
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Von einer Augenhthe 40 m in Konstanz sehen wir also Gebdude in Bregenz, die minde-
stens ca. 43 m hoch sind.

Begeben wir uns in Konstanz ans Seeufer und mit den Augen ganz an den Wasser-
spiegel (h = 0), so vereinfacht sich die Rechnung: H wird zu B, also 8 = 0 und b = 0,
a=c,

(12) a=—

%

0.007233,

(13) x = — R =~ 166.36.

COS

Wir sdhen also den Hang des Pfianders erst ab einer Hohe von ca. 166 m. Genau so hoch
miissten wir in Konstanz steigen, um das Seeufer in Bregenz zu sehen. Um dies mit den
Bezeichnungen aus Abbildung 1 (jetzt mit o = 0, a = 0 und ¢ = b) in Ubereinstimmung
zu bringen, schreiben wir die Formel (13) fiir dieses Szenario um als

R
(14) h= s~

Niherungsformeln

Ohne Verwendung der trigonometrischen Funktion cos — aber dafiir mithilfe des Satzes
von Pythagoras — konnen wir die Néherungsformel

(15) h~—R+ v/ R?+ b2

aufstellen. Diese ist fiir kleine Werte von b ausreichend genau und entsteht aus der
approximativen Beziehung

(16) (R+h)* ~ R*+ b7,



siehe Abbildung 1. (Sie kann so gedeutet werden, dass der Tangens durch das Bogenmafl
ersetzt wird, was bei kleinen Winkeln eine gute N&herung ist.) In unserem Zahlenbeispiel
»,Konstanz-Bregenz* erhalten wir als Rechenergebnis bis auf die Nachkommastelle den
gleichen Wert 166.6 m.

Umgekehrt kénnen wir die Ndherungsformel (16) auch verwenden, um die Entfernung
b zum Horizont aus Sichthéhe h zu bestimmen:

(17) b~ \/2Rh + h?.

Falls h hinreichend klein im Vergleich zu R ist — in unserem Anwendungsszenario eine
sehr realistische Annahme —, kénnen wir den Term h? unter der Wurzel vernachlissigen
und erhalten die oft genannte Naherungsformel?

(18) b~ V2R -Vh.

In unserem Zahlenbeispiel mit R = 6360000, h = 40 ergibt dies als Naherungswert
b =~ 22560, also rund 23 km fiir die Entfernung des Horizonts vom Beobachter, was wir
auch schon mit der exakten Formel (8) berechnet hatten.

Die Wélbung

Oft (zum Beispiel an der Konstanzer Uferpromenade oder in der Wikipedia?) wird auch
eine andere Grofle angegeben: Wie hoch wélbt sich der Bodensee zwischen Konstanz und
Bregenz?

Abbildung 2: Die Woélbung der Erde zwischen A und B.

Mathematisch ausgedriickt betrachten wir die Sehne von A nach B und wollen den
maximalen Abstand w zwischen dieser Sehne und dem dariiber liegenden Kreisbogen
bestimmen.

2Wikipedia, Stichwort ,, Erdkriimmung®, dort nach h aufgelsst
3Stichwort ,,Bodensee®, Abschnitt , Erdkriimmung®



Im Vergleich mit Abbildung 1 haben wir die speziellere Situation, dass der Punkt H
genau auf halbem Weg von A nach B liegt, und daher b =a =¢/2 und = a = ¢/2R
ist. Damit ist dann R — w = R cos «, also

(19) w=R—Rcosa=R-(1—cosa).

Fiir die Hohe der Wolbung des Bodensees zwischen Konstanz und Bregenz ergibt die
Formel im Zahlenbeispiel das Ergebnis

(20) a=on

(21) w=R-(1—-cosa)

%

0.003616,
0.0416

%

also rund 41.6 m.

Wie aus dem kleinen Dreieck rechts oben in Abbildung 2 ersichtlich ist, ist {ibrigens
w = hcosa. Im Rahmen der hier angenommenen Gréflenordnungen — ¢ sehr klein im
Vergleich zu R — ist cosa =~ 1 und h =~ w eine brauchbare Niherung.

Eine ,, Trigonometrie-freie“ N#herungslosung fiir w erhalten wir wieder mit dem (néhe-
rungsweisen) Satz von Pythagoras,

(22) R?~ (R —w) + (g)Q :

durch Auflésen der quadratischen Gleichung nach w, ndmlich

2
(23) wr~R—1\/R?— —
4
(das Pluszeichen vor der Wurzel wiirde uns weit in den Weltraum katapultieren). Im Zah-
lenbeispiel ,,Konstanz-Bregenz* ist das Ergebnis im Rahmen unserer Rechengenauigkeit
auch wieder 41.6 m.



