
8.6 Matrizen über Ringen

Sei R ein Ring (kommutativ mit 1). Die ”multiplikative Gruppe“ von R
ist die Gruppe der inverbaren Elemente, also

R× = {a ∈ R | ab = 1 für ein b ∈ R} = {a ∈ R | a|1}.

Ebenso betrachtet man in der (nichtkommutativen) R-Algebra Mqq(R) der
q × q-Matrizen über R die Gruppe der invertierbaren Elemente

GLq(R) = {A ∈Mqq(R) |AB = 1q für ein B ∈Mqq(R)}.

Die Determinante definiert eine multiplikative Abbildung

Det: Mqq(R) −→ R.

Klar ist:

A ∈ GLq(R) =⇒ AB = 1q für ein B =⇒ Det A ·Det B = Det 1q = 1

=⇒ Det A ∈ R×.

Zum Beweis der Umkehrung betrachtet man die adjungierte Matrix Ã =
(ãij) mit

ãij = Aji = Det



a11 . . . a1,i−1 a1,i+1 . . . a1q
...

...
...

...
aj−1,1 . . . aj−1,i−1 aj−1,i+1 . . . aj−1,q

aj+1,1 . . . aj+1,i−1 aj+1,i+1 . . . aj+1,q
...

...
...

...
aq1 . . . aq,i−1 aq,i+1 . . . aqq


Damit kann man zeigen:

Satz 7 Für A ∈Mqq(R) gilt
(i) AÃ = Det A · 1q.
(ii) A ∈ GLq(R)⇐⇒ Det A ∈ R×; ist dies der Fall, so

A−1 =
1

Det A
Ã.

Beweis. (i) ist der Determinanten-Entwicklungssatz.
(ii) folgt sofort aus (i). 3

Beispiel. Im Falle R = Z/nZ kann man das so formulieren:

A ∈Mqq ist invertierbar mod n⇐⇒ Det A ist zu n teilerfremd.
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Bemerkungen

1. Der Rechenaufwand zur Berechnung der inversen Matrix A−1 beträgt
bei naiver Anwendung von (ii):

• Eine q × q-Determinante aus q! Summanden zu je q Faktoren,

• q2 Stück (q − 1)× (q − 1)-Determinanten.

Das ist sehr ineffizient – nämlich exponentiell in q.

2. Mit Gaußscher Elimination sinkt der Aufwand auf O(q3). Der Haken
dabei ist, dass beim exakten Rechnen rationale Zahlen mit riesigen
Zählern und Nennern auftreten.

3. Ein modifiziertes rein ganzzahliges Eliminationsverfahren ist effizien-
ter, siehe im nächsten Abschnitt, kann aber immer noch recht große
Zwischenergebnisse liefern.

4. Eine Alternative beruht auf dem chinesischen Restsatz: Ein Ringhomo-
morphismus ϕ : R −→ R′ induziert einen R-Algebra-Homomorphismus
ϕq : Mqq(R) −→Mqq(R′). Ist A ∈Mqq invertierbar, so

ϕq(A)ϕq(A−1) = ϕq(AA−1) = ϕq(1q) = 1q,

also ist auch ϕ(A) invertierbar.

Allgemeiner gilt Det ϕq(A) = ϕ(Det A), d.h., das Diagramm

Mqq(R)
ϕq−−−−→ Mqq(R′)

Det

y yDet

R −−−−→
ϕ

R′

ist kommutativ.

Im Fall R = Z kann man die Restklassen-Homomorphismen Z −→ Fp

(p prim) für genügend viele Primzahlen p ausnützen – so dass deren
Produkt garantiert > Det A ist –, indem man:

• alle Det A mod p, also in den Körpern Fp berechnet (ohne riesige
Zwischenergebnisse!),

• Det A daraus mit dem chinesischen Restsatz bestimmt.
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