1.3 Die CARMICHAEL-Funktion

Auch hier wird stets n > 2 vorausgesetzt.
Die CARMICHAEL-Funktion ist definiert als Exponent der multiplikativen
Gruppe M,, = (Z/nZ)*:

A(n) :=Exp(M,,) =min{s >1|a’*=1 (modn) fiir alle a € M, };
d. h., A(n) ist das Maximum der Ordnungen der Elemente von M.

Bemerkungen

1. Den Satz von EULER kann man ausdriicken durch A(n)|p(n) (,,Expo-
nent teilt Gruppenordnung®). Ublich ist die Formulierung

a?™ =1 (modn) fir alle a € Z mit ggT(a,n) = 1.
Beide Formen folgen unmittelbar aus der Definition.
2. Ist p prim, so M, zyklisch — sieche unten —, also
Ap) =wlp) =p—1.

Hilfssatz 1 Sei G eine Gruppe vom Exponenten v, H eine Gruppe vom
Exponenten s. Dann hat G x H den Exponenten t = kgV(r, s).

Beweis. Da (g,h)t = (¢*,ht) = (1,1) fiir ¢ € G, h € H, ist der Exponent
< t. Hat g € G die Ordnung r, h € H die Ordnung s und (g, h) die Ordnung
q, so ist (g9,h?) = (g,h)? = (1,1), also g? =1, h? =1, r|q, s|q, t|g. <
Aus dem chinesischen Restsatz folgt unmittelbar (da M, = M, x M,,)
Korollar 1 Sind m,n € Ny teilerfremd, so ist
A(mn) = kgV(A(m), A(n)).

Korollar 2 Ist n = p{'---pS die Primzerlegung von n € Ny, so ist

A(n) = kgV(A(PT'), ..., A(p[7))-

Bemerkungen

3. Die CARMICHAEL-Funktion der Zweierpotenzen (Beweis als Ubungs-
aufgabe — oder im Anhang A.1):

AM2) =1, A4)=2, A(2° =22 fiire>3.



4. Die CARMICHAEL-Funktion fiir Potenzen ungerader Primzahlen (Be-
weis als Ubungsaufgabe — oder im Anhang A.3):

Ap¢) = () =p“ ' -(p—1) fiir p prim > 3.

Zum Beweis der Aussage in Bemerkung 2 ist noch zu zeigen, dass die
multiplikative Gruppe modp tatséchlich zyklisch ist. Das folgt direkt aus
einem Standard-Ergebnis der Algebra:

Satz 2 Sei K ein Korper und G < K* eine endliche Untergruppe mit
#G = n. Dann ist G zyklisch und besteht genau aus den n-ten Finheits-
wurzeln in K.

Beweis. Fiir a € G ist a™ = 1, also ist G enthalten in der Menge der Null-
stellen des Polynoms 7" — 1 € K[T]. Also hat K genau n Stiick n-te Ein-
heitswurzeln, und G besteht gerade aus diesen. Sei nun m der Exponent von
G, insbesondere m < n. Der folgende Hilfssatz 2 ergibt: Alle ¢ € G sind
schon m-te Einheitswurzeln. Also ist auch n < m, also n = m, und es gibt
ein Element in G mit der Ordnung n. &

Hilfssatz 2 Sei G eine abelsche Gruppe.

(i) Seien a,b € G, Orda = m, Ordb = n, m,n endlich und teilerfremd.
Dann ist Ord ab = mn.

(ii) Seien a,b € G, Orda, Ord b endlich, ¢ = kgV(Ord a, Ord b). Dann gibt
es ein ¢ € G mit Ordc = q.

(iii) Sei m = max{Orda |a € G} = Exp(G) endlich. Dann gilt Ordb|m
fiir alle b € G.

Beweis. (i) Sei k := Ord(ab). Da (ab)™" = (a™)™ - (b™)™ = 1, ist k|mn. Da
atm = aFn - (b")F = (ab)*™ = 1, gilt m|kn, also m|k, ebenso n|k, also mnl|k.

(ii) Sei p® eine Primzahlpotenz mit p®|q, etwa p®|m := Ord a. Dann hat
a™/?" die Ordnung p€. Ist nun ¢ = pi' - p¢r die Primzahl-Zerlegung mit
verschiedenen Primzahlen p;, so gibt es je ein ¢; € G mit Ord ¢; = pj*. Nach
(i) hat ¢ =¢; - - - ¢, die Ordnung q.

(iii) Sei Ordb = n. Dann gibt es ein ¢ € G mit Ord ¢ = kgV(m,n). Also
ist kgV(m,n) < m, also = m, also njm. &



