8.5 Die EuLERsche phi-Funktion

Eine wichtige Anwendung des chinesischen Restsatzes ist die folgende;
sinnvollerweise wird hier stets n > 2 vorausgesetzt. Die ganzen Zahlen
modn bilden den Ring Z/nZ. Die multiplikative Gruppe modn, die (auch
in der Kryptologie) oft vorkommt, ist besteht genau aus den invertierbaren
Elementen dieses Rings und wird abgekiirzt als

M, := (Z/nZ)*.
Ihre Ordnung wird durch die EULERsche ¢-Funktion beschrieben:
o(n) = #M,, =#{a € [0---n — 1] | a teilerfremd zu n}.
Korollar 1 Sind m und n teilerfremd, so ist o(mn) = p(m)p(n).

Beweis. Die Aussage des chinesischen Restsatzes bedeutet gerade, dass der
natiirliche Ring-Homomorphismus

F:Z/mnZ — 7Z/mZ x Z/nZ, x+— (x mod m,x mod n),

bijektiv, also sogar ein Ring-Isomorphismus ist. Aulerdem ist F'(M,,,) =
(M, x M,,). Also ist

o(mn) = #Mpy = #M,, - #M,, = p(m)p(n),

wie behauptet. &

Ist p prim, so ¢(p) = p — 1, allgemeiner p(p°) = p© — pel = pe(1 — %),
wenn e > 1, denn p® hat genau die Teiler pz mit 1 < x < p°~!. Aus Korollar
1 folgt also:

Korollar 2 Ist n = p{'---pSr die Primfaktorzerlequng (alle e; > 1), so

o(n) —n-g<1—;>.
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