8.2 Analyse des EuKLIDischen Algorithmus

Ein kleines Problem hat sich im vorigen Abschnitt eingeschlichen: Zwar
sind die Quotienten und Divisionsreste sicher durch die Eingabeparame-
ter beschriankt; aber die Koeffizienten x; und y; sind auf den ersten Blick
nicht kontrollierbar. Wie kann man garantieren, dass es hier nicht zu einem
Uberlauf bei der iiblichen Ganzzahl-Arithmetik mit beschréinkter Stellenzahl
kommt? Nun, das Wachstum wird durch die folgende Uberlegung kontrol-
liert:

Hilfssatz 2 Fir die Koeffizienten x; und y; im erweiterten FEuklidischen
Algorithmus gilt:

(i) z; > 0, wenn i gerade, x; < 0, wenn i ungerade, und |T;iy1| > |z;| fir
1=1,...,n.

(ii) y; <0, wenn i gerade, y; > 0, wenn i ungerade, und |y;1+1| > |y;| fiir
1=2,...,n.

(iii) zi 1y — Tiyir1 = (—1) firi =0,...,n; insbesondere sind x; und
y; stets teilerfremd firi=0,...,n+ 1.

(iv) |zi| < 10|, |yil < la| firi=0,...,n+1, falls b# 0 bzw. a # 0.

Beweis. (Nur angedeutet.) (i), (ii) und (iii) zeigt man durch Induktion. Aus
0 =rpy1 = |a|zny1 + |b|yny folgt dann z,41|b und ypy1]a. O

Von besonderem Interesse ist, dass der Euklidische Algorithmus sehr
effizient ist — die Zahl der Iterationsschritte wéchst nur linear mit der Stel-
lenzahl der Eingabeparameter, die gesamte Rechenzeit quadratisch. Es ist
eine ziemlich genaue Analyse moglich, die wie folgt aussieht.

Die Divisionskette habe die Lénge n (0. B. d. A. b # 0). Wie grofl muss
b dann mindestens sein? Es ist r, > 1,7,—1 > 2 und r;—1 > r; + r;41. Die
FiBoNAcci-Zahlen F, sind rekursiv definiert durch

=0 Nh=1F,=F,1+F,_ o firn>2.

Durch Induktion erhélt man also r; > Fj,19_;, wobei der Induktionsanfang
heifit: 7, > 1 = Fj, r,—1 > 2 = F3; insbesondere folgt |b| > F,, 1. Anders
formuliert:

Satz 2 (BINET 1841) Fiir a,b € Z mit 0 < b < F,,11 ergibt der Euklidische
Algorithmus den grifsten gemeinsamen Teiler in hdchstens n— 1 Iterations-
schritten.

Zusatz. Das gilt auch fiirb = F,, 41, aufler wenn a = F, 12 = F,, (mod b).

Damit haben wir eine elegante mathematische Formulierung, aber noch

keine Losung. Jedoch ist das Wachstum der FIBONACCI-Zahlen sehr genau
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> ausdriicken; es

bekannt. Man kann es durch den goldenen Schnitt ¢ =
ist o2 —p —1=0.



Hilfssatz 3 Fiir eine reelle Zahl ¢ € R und einen Index k € N sei Fj, > c-F
und Fyiq > c- ot Dann gilt F, > ¢ - @™ fir alle n > k.

Beweis. (Durch Induktion.)
Fo=Fy 1 +F 0>co" 4" 2 =co" 2(p+1) =cp"

firn>k+2 ¢

Korollar 1 F, ;1 > 0.43769 - " fiir n > 2.

Beweis.
3+5
P = ptl= Q\f,
O = PP+ p=2+5,
74+ 3V5
(704 — @3‘{' 2:2f
Daraus folgt
F3 2 2(v/5 — 2)
= = = = 2v5—4> 047,
@3 2++5 1
F. 3.2 6(7—3v5) 21—9V5
= _6(T=3v5) _ V5 043769
© 7+ 3v5 49 — 45 2

und daraus die Behauptung. ¢

Korollar 2 Seien a,b € Z mit b > 2. Dann ist die Anzahl der Iterati-
onsschritte im FEuklidischen Algorithmus fir ggT(a,b) kleiner als 0.718 +
4.785 -1%log(b).

Beweis. Wenn die Divisionskette die Lénge n hat, ist b > F, 11,
b> F,.1 > 0.43769 - "1,

O10g(b) >'910g(0.43769) + (n + 1) -%log () > —0.35884 + 0.20898 - (n + 1),
also n < 0.718 + 4.785 -1%log(b). ©

Etwas grober, aber einfacher zu merken, ist die folgende Version:

Korollar 3 Seien a,b € Z mit b > 2. Dann ist die Anzahl der Iterations-
schritte im Fuklidischen Algorithmus fir ggT(a,b) kleiner als finfmal die
Zahl der Dezimalstellen von b aufler fir b = 8,a = 5 (mod 8), wo man 5
Tterationsschritte braucht.



Beriicksichtigt man noch die Stellenzahl der vorkommenden Zahlen und
den Aufwand fiir die Multiplikation und Division langer Zahlen, kommt
man auf eine Rechenzeit, die quadratisch mit der Stellenzahl wéchst, wie im
folgenden gezeigt wird.

Hat a (beziiglich der Basis B) die Stellenzahl m und b die Stellenzahl
p, so ist der Aufwand fiir die erste Division alleine schon < ¢- (m — p) - p;
dabei ist ¢ eine Konstante, die hochstens zweimal so grof ist wie die, die den
Aufwand fiir die ,,Riickmultiplikation Quotient x Divisor* beschreibt. Fiir
B wird man bei heutigen Rechnerarchitekturen in der Regel 232 annehmen,
und als primitive Operationen werden die Grundrechenschritte Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division mit Rest und Vergleich von einstelli-
gen Zahlen (zur Basis B) gezéhlt. Zum Gliick nehmen im Verlauf der eu-
klidischen Divisionskette die zu dividierenden Zahlen exponentiell ab. Der
Divisionsschritt

Ti1 = QiT5 + Tit1

benétigt noch < ¢ -Blog(q;)Plog(r;) primitive Operationen, die gesamte Di-
visionskette also

Aa,b) < e+ Y Plog(gi)Plog(r;) < ¢ Plog|b| - Flog(q;)
i=1 =1

= c-Plog || -Flog(g1 -~ qn).
Das Produkt der g; lidsst sich weiter abschétzen:
lal=ro=qri+r2=q(gra+r3)+ro=...=q - qurn+->q g
also haben wir die grobe Abschitzung
A(a,b) < c-Plog|b| -Blog |al.

Satz 3 Die Anzahl der primitiven Operationen im Euklidischen Algorith-

mus fiir ganze Zahlen a und b der Stellenzahlen < m ist < c- m2.

Der Aufwand fiir den Euklidischen Algorithmus mit Input ¢ und b ist
also nicht wesentlich grofler als der fiir die Multiplikation von a und b. Eine
feinere Abschétzung soll hier nicht durchgefiihrt werden; ebensowenig wer-
den mogliche Verbesserungen diskutiert. Erwéhnt soll aber werden, dass ein
Verfahren von LEHMER erlaubt, einen groflen Anteil der Langzahl-Divisionen
im Euklidischen Algortithmus durch primitive Operationen zu ersetzen.



