2 Die WaALSH-Transformation

Gegenstand der Betrachtung sind jetzt zunéchst reellwertige Funktionen
¢ : F — R. Diese Funktionen bilden die R-Algebra C,, = RFz.

2.1 Definition der WaLsH-Transformation

Die folgende Konstruktion ist trotz ihrer Einfachheit das Zaubermittel,
das die Theorie der BOOLEschen Funktionen und Abbildungen einfach und
elegant macht.

Definition 1 Die WaALsH-Transformation (oder HADAMARD-WALSH-
Transformation)
¢ :Cp — Cp, o= Q,

ist definiert durch

o) = 3 (@) (~1)".

zelFy

Dabei ist u - = das kanonische Skalarprodukt in IF?.

Bemerkungen
1. Es ist unmittelbar ersichtlich, dass ® eine R-lineare Abbildung ist.

2. ® ist ein Spezialfall der diskreten FOURIER-Transformation. Im allge-
meinen Fall wiirde man statt —1 die komplexe N-te Einheitswurzel
¢ = e2™/N yerwenden und komplexwertige Funktionen iiber dem Ring
7./ NZ transformieren — oder Funktionen auf Z", die in jeder Variablen
die Periode N haben. [Eine weitere Verallgemeinerung sind Charakter-
Summen.]

3. Klar ist 0 = 0 fiir die konstante Funktion 0 € C,,. Fiir die konstante
Funktion 1 ist 1 die ,,Punktmasse“ in 0:

i) = 2,
i

(u) = 0 sonst.
Das ergibt sich aus dem folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 1 Fiir u € Iy gilt

2n wenn u = 0
_1\wr ) )
Z( 1) { 0 sonst.

z€Fy

24



Beweis. Falls u = 0, sind alle Exponenten 0, alle Summanden 1, und davon
gibt es 2™ Stiick.

Falls u # 0, sei H die Hyperebene {z € Fy | z - v = 0}. Dann ist
H = {x € F} |z -u = 1} das Komplement, also F} = H|{JH, H(H = 0,
und #H = #H = 2" ! Fiir x € H ist der Summand 1, fiir x € H jeweils
—1. Also ist die Summe 0. <

Definition 2 Fiir eine BoOLEsche Funktion f: [Fj — [y heifit die trans-
formierte Funktion x's: F§ — R der Charakter-Form y s das (WALSH-
) Spektrum von f. Die Gréfle max |xs| heiBt Spektralradius von f
(DOBBERTIN FSE 94).

Es ist

X = Y (—1)f e

n N——
z€Fy
1, wenn f(z)=u-uz,
-1, wenn f(z) #u-z,

= x| fl@)=u o} —#{z [ f(z) # vz}

Bezeichnet man die erste dieser Mengen mit

Lp(u) :={x| f(x) =u-x}
so ist gezeigt:

Korollar 1 Fiir eine BOOLEsche Funktion f : Fy — Fo ist das Spektrum
gleich
Xf(u) =2-#Lg(u)—2".

Insbesondere ist X r(u) stets gerade und
2" < Xp(u) < 2%

Dabei wird die untere Grenze fiir f(z) = w-x + 1, die obere fiir f(z) =
u - ¢ angenommen. Das Spektrum ,misst“ also die Ubereinstimmung bzw.
Abweichung zwischen einer BOOLEschen Funktion und allen linearen und
affinen Funktionen.

Korollar 2 Ist a die Linearform a(x) = u -z, so ist

A(f.0) = 2"~ #Ly(w) = 2 — S y(u).

Speziell ist
Xr(0) =2" —=2-d(f,0) =2" —2-wt(f).
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Bemerkungen
4. )A(f_;,_l = *)A(f fiir alle f

5. Allgemeiner sei g eine affine Funktion, g(x) = v -  + ¢. Dann ist

)A(f+g(u) - Z (_1)f(w)+v-x+c+u-m _ (_1)0 . )Zf(u + U).
z€Fy

Die Addition einer affinen Funktion bewirkt also bis aufs Vorzeichen
eine Permutation des Spektrums.

6. Ist g € GL,(F2), so ist
)A(fog(u) = Z (_1)f(g(l’))+ua: — Z (_1)f(y)+u-gil(y)

z€Fy y€eFy
= Xs(g"(u))
fiir alle u € 5. Insbesondere permutiert g das Spektrum von f.

7. Ist g(z) = f(z + z) mit fester Verschiebung z, so ist

Xg(u) = Z (_1)f(ac+z)+u-a: = (—1)v® Z (_1)f(y)+u-y

z€F} yely
= (D" xs(u);

Bei Translation im Argumentraum #ndern sich die Werte des Spek-
trums also héchstens um das Vorzeichen.

Beispiele
1. Da xo = 1 konstant, ist
R {2” fir u =0,
0 sonst.
2. Sei f affin, also f(x) =t -2+ b mit t € F§ und b =0 oder 1. Dann ist
Liu)={zeFy|t-a+b=u-z}={xeclFy|(u—t) z =0}

und das ist im Fall u—t # 0 der 1-codimensionale Unterraum {u—¢}=,
falls b = 0, und die dazu parallele Hyperebene, falls b = 1. Insgesamt
gibt es also drei Fille:

2", falls u =t, b =0,
#Ls(u) =140, falls u =¢t, b =1,
2=l falls u # t.
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Daher ist
. (—1)b27,  falls u = t,
Xr(u) =
0, falls u # .

3. Sei f: F3 — Fy gegeben durch das Polynom 11T, also f(z1,72) =
x1z9. Die Wertetabelle von f und den vier Linearformen sieht dann

SO aus:
u =
x | f(x)| 00 01 10 11
00 0 0 0 0 O
01 0 0 1 0 1
10 0 0 0o 1 1
11 1 0 1 1 0
Daraus ergibt sich die Wertetafel
U 00 01 10 11
#Lp(uw) | 3 3 3 1
X () 2 2 2 =2

Insbesondere ist Xy = 2 xy, also 2 Eigenwert und x ; Eigenvektor der
WaLsH-Transformation.

Fiir die anisotrope quadratische Form f = 11715 + 11 + 15 berechnet
man genauso die Tabelle

U 00 01 10 11
#Lp(uw)| 1 3 3 3
xp(u) | =2 2 2 2
Also ist xy = —2 - xy, also —2 Eigenwert und x; Eigenvektor der

WALSH-Transformation.

Ubungsaufgabe 1. Sei V < F% ein Untervektorraum der Dimension r und
b e Fy. Zeige:

S (-

—— sonst.

{2’" (=1t fallsu € VL,

Ubungsaufgabe 2. Sei V < F% ein Untervektorraum der Dimension r und
p: F§ — R. Zeige:

ST =2 3 elu).

veV ueV+t
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2.2 Die Umkehrformel

Was passiert, wenn man auf eine WALSH-Transformierte ¢ noch einmal
® anwendet? Das ist leicht zu berechnen:

plw) = D ¢lu)-(~1)"

u€lFy

SIDIDIORC SN

u€lFy zely

= Yel) | Xy

z€Fy uely

) 2n fallsz 4w =0,
10 sonst,

= 2"p(w).
Damit ist gezeigt, dass ® o ®(p) = 2" fiir alle ¢ € C,,, also:

Satz 1 (Umkehrformel) Die WALSH-Transformation ® : C,, — C,, ist bi-
jektiv, und ihre Umkehrung ist gegeben durch

1
o= _—o.
on

Korollar 1
uelFy

Korollar 2 Fir eine BOOLEsche Funktion f : [y — Fy gilt

Z () = {2”, falls f(0) =0,

_9o9M
weFD 2 sonst.

2.3 Die Faltung

Definition 3 Fiir ¢,9 : F§ — R ist die Faltung ¢ : [} — R definiert
durch
prp(w) =Y pla)p(w— ),

z€Ffy

Dadurch wird eine bilineare Abbildung * : C,, x C,, — C,, beschrieben.
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Anwendung Berechnen wir fiir die Charakter-Formen zweier BOOLEscher
Funktionen f, g : Fy — o den Wert der Faltung in 0:

Xt xg0) = D xsl@)xg(x)

z€Fy
_ Z (_1)f(w)+g($)
z€Fy
= 2"=2-d(f,9),

denn
(—1)/ @)@ _ 1, falls f(z) = g(2),
—1 sonst;

also sind d(f, g) Summanden = —1 und 2" — d(f, g) Summanden = 1.
Damit ist folgende Verallgemeinerung von Korollar 2 in 2.1 gezeigt:

Satz 2 Die HAMMING-Distanz zweier BOOLEscher Funktionen f, g : F§ —
Fy ast

d(f,g)=2""- %Xf * Xg(0).

Man kann dieses Ergebnis auch durch die Korrelation
1
k(f.g) = on el f(2) = g(2)} — #{z | f(2) # g(2)}]
1
= oo [z | (@) = g(2)} -1
der Funktionen f und g ausdriicken:

Korollar 1 Die Korrelation der Funktionen f und g ist
1
w(£,9) = 50 Xr * Xg(0)-

Ubungsaufgabe Die Korrelation « ist ein Skalarprodukt auf dem rellen
Funktionenraum C,. Die Menge {xy | f € £,} der Charakterformen
von Linearformen auf 3 bildet eine Orthonormalbasis von C,. Die
WavLsH-Transformation einer Funktion f € C, ist gerade die Basis-
Darstellung.

Definition 4 Die Autokorrelation einer BoOLEschen Funktion f: Fy —
Fo beziiglich der Verschiebung x € F% ist

5p(w) = o [#{u € FY | flut o) = F(u)) — #{u € B | Flut o) # F(w)].
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Es folgt
U+ u 1
Rp(r) = o Y (1) ) — o > xslu+@)xs(w),
u€F3 u€Fy
also

Hilfssatz 2 Die Autokorrelation von f ist

1
lifzzfn-Xf*Xf.

Bestimmen wir nun die WALSH-Transformation einer Faltung:

prid(u) = Y (px)(w)(~1)"®

wely

= > D el@ylwra) (-1

weky zeFy

= D el@) | Y dlw+a)(=1)"

z€Fy wely
= > o) Y ) (=1t
z€Fy velFy

= D el@) | D v (=] (-

z€Fy vEFy

Satz 3 (Faltungssatz) Fir ¢, : Fy — R st m = .

Korollar 1 C, ist mit der Multiplikation * eine R-Algebra C};; insbesondere
st * kommutativ und assoziativ, und ® : C,, — C;, ist ein Homomorphismus
der R-Algebren.

Da &~ ! = 2% ®, ist ¢ bis auf den Faktor 2" auch Homomorphismus
Cr —Cp, d. ha:

Korollar 2 Fiir ¢,v¢: F§ — R st ggz\b = 2% 95*12}
Korollar 3 Fiir f,g: F§ — Fy gilt

—_— — 1 A A
Xf+g — XfXg— 27Xf * Xg»

_ P . 1.
g = PL+Xs+Xg = XsXg) = LRy + Xg — 5 Xy * Xy
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Korollar 4 Fiir die Autokorrelation ky gilt Ry = 2%)2?

Den Wert einer Faltung an der Stelle 0 kann man auf zwei verschiedene
Arten berechnen; erstens:

prp(0) = Y p(a)v(z).

z€Ffy
Andererseits nach dem Korollar 1 zur Umkehrformel (Satz 1):
1 — 1 R N
prp(0) = o D exd(u)=op Y Plu)i(u).
uely uely
Damit ist gezeigt:

Satz 4 (PARSEVAL-Gleichung) Fir ¢, : Fy — R gilt

D pluyp(u) =27 > p(x)().
uGFS IGFQ
2.4 Krumme Funktionen

Wendet man die PARSEVAL-Gleichung auf die Charakter-Form einer
BooLgeschen Funktion f:F§ — F9 an, so folgt:

D xp)? =27 xp(a)? =27,
uEFg zng

da in der letzten Summe alle Summanden = 1 sind. Insbesondere muss in
der ersten Summe mindestens einer der 2" Summanden X s(u)? > 2" sein.
Es folgt:

Satz 5 F'ir eine BOOLEsche Funktion f:Fy — Fo ist der Spektralradius
maz|s) > 22,
und die Gleichheit gilt genau dann, wenn )Z?c = 2" konstant ist.
Solche Funktionen sind in der Kombinatorik schon lange bekannt:

Definition 5 (ROTHAUS, ca. 1965, veroffenticht 1976) Eine BOOLEsche
Funktion f:F} — Fy heiit krumm (Bent-Funktion), wenn (Y)? =
2™ konstant ist, d. h., wenn der Spektralradius den minimal mdéglichen
Wert 2/2 hat.

Insbesondere kann das Spektrum x; fiir eine krumme Funktion f nur
die Werte £2"/2 annehmen; diese miissen aber ganzzahlig sein:

Xr(w) =" xp@)(-1)"" € Z.

zelFy
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Korollar 1 Wenn eine krumme Funktion f: Fy — o existiert, muss n
gerade sein.

Beispiele
1. Ist f affin, so max|xs| = 2", also f sicher nicht krumm.

2. Fiir f: F3 — Fa, f(z1,22) = 2129, ist (Yy)? = 4 konstant, diese
Funktion ist also krumm.

Bemerkungen

1. Die GroBen max |x¢| — der Spektralradius — und max )230 sowie die Ei-
genschaft  krumm® sind unter affinen Transformationen, also unter
der gesamten affinen Transformationsgruppe GA(F3) x GA(F2) inva-
riant. Insbesondere ist f genau dann krumm, wenn das Komplement
f+ 1 krumm ist.

2. Ist f krumm und g affin, so ist f + g krumm. Der Spektralradius ist
namlich der gleiche.

3. Die Korrelation einer BOOLEschen Funktion f mit der durch u € Fj
gegebenen Linearform « ist

K(F,0) = g - Kr(u).

Bei der Konstruktion von Stromchiffren (oder Pseudozufallsgenerato-
ren) durch Kombination von linearen Schieberegistern mochte man
Korrelationen mit linearen Funktionen vermeiden. Da die Quadrat-
summe iiber alle solchen Korrelationen aber konstant = 1 ist, erreicht
man die Korrelation 0 nur, wenn man héhere Korrelation mit anderen
Linearformen in Kauf nimmt. Besser ist es, alle diese Korrelationen
gleichméfig zu minimieren, also den Spektralradius max |X¢|, und das
wird ja gerade von den krummen Funktionen geleistet.

4. Ist f krumm, so

1
on/2

Xp(u) = £1 = (1)) = x4(u)

fir alle v € Fy mit einer Funktion g : Fy — Fo. Da umgekehrt
Xg = 2”/2Xf, nimmt auch x4 nur die Werte +27/2 an. Also:

Korollar 2 Ist f krumm, so X5 = 2"/2)(9 mit einer krummen Funktion
g: F§ — [Fa.
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Es besteht also eine natiirliche Dualitat zwischen krummen Funktionen.
Krumme Funktionen kénnen keinen allzuhohen algebraischen Grad ha-
ben. Dazu zunachst zwei Hilfssatze:

Hilfssatz 3 Ist f: Fy — Fy durch die algebraische Normalform

gegeben, so ist die Anzahl v¢(0) der Nullstellen von f genau dann gerade,
wenn der Leitkoeffizient a1, =0, d. h. Grad f <n —1 ist.

Beweis. Es ist

Z f(x) =#{z| f(x) =1} mod 2 = [2" — v£(0)] mod 2 = v¢(0) mod 2.

zelFy

Andererseits ist fiir jede Teilmenge I C {1,...,n}, da die Koordinaten au-
Berhalb von I nicht ausgewertet werden,
2; o = 2"_#1-S Z z! mod2
n cr
e upp(@)C 0, wenn Supp(z) C I,
1, wenn Supp(z) = I,

_ on#l 0 d 9 — 0, wenn #I <n,
1, wenn I ={1,...,n},

also

> fl)

zeFy

und daraus folgt die Behauptung. <

Hilfssatz 4 Sein =r+s, und zu f: Fy — Fo sei g: Fy — Fo mit

g(x) = f(x,0) firz e F

gebildet. Dann ist

2" X g (w) = Z Xf(w,v)  fir alle w € Fy.
vng
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Beweis. Fiir w € F ist

Ko(w) = D x(@(0" = 3 (w01

z€Fy z€Fy
1 . 2t :
= 2 g 2 2 Kplmo) ()] (-
z€F} u€lF; veF}
1 . .
= 5 Y Rlww) s Dy
vEF ucky z€Fy

{T, wenn u = w,

0 sonst,

1 .
- Y ),

velF;

wie behauptet. &

Satz 6 (RoTHAUS) Ist f: Fy — Fy krumm und n > 4, dann ist Grad f <

n

5 -
Beweis. Die Zahl der Nullstellen von f ist

1 n
5X7(0) = on—l 49571

vr(0) = #Lp(0) = 2" +
Fiir gerades n > 4 ist diese Anzahl gerade, also der Leitkoeffizient a1, = 0
nach Hilfssatz 3.
Sei nun 7 mit § <7 < n beliebig und g wie in Hilfssatz 4 gebildet. Dann
ist die Anzahl der Nullstellen von ¢

_ 1, _ 1 )
ve(0) = 27 t4+ ng(O) =2+ on—r+1 Z Xr(0,0)
veFy ™"

_ 2r—1+ Z (:|:2T_%_1).

veFy ™"

Falls r > 5 + 2, ist das gerade. Falls » = 5 + 1, besteht die letzte Summe
aus 27" = 22~ Summanden +1, ist also auch gerade. Also ist der Leitko-

effizient von g Null: a1, = 0. Durch Umnummerierung der Variablen folgt
genauso, dass ay = 0 fiir #I > 5. Also ist Grad f < 5. ¢
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Satz 7 (MAIORANA-MCFARLAND-Konstruktion) Sei n = 2m > 2 gera-
de. Sei m: Fy' — F3' bijektiv und g : Fy' — Fo beliebig. Dann ist die
Funktion

fiFy =Fy' xFy' — Fo,  f(z,y) =7n(z) -y + g(x),
krumm.

Bewezts. Fiir beliebige u,v € F5* gilt

Xplu,v) = Z (—1)”'y+9(fc)+u-a:+v.y
z,yeFy
= Z (fl)g(x)-ﬁ-u-m—i-(wz-s-v).y
z,yeFy
= Z (_1)9(:E)+u-z . Z (_1)(Trm+v)~y
zeF =t

-~

{0, wenn mx # v,

2™ wenn wx = v,

— oM. (1)t teTT — gm

Also ist f krumm. <

Korollar 3 Ist n gerade und 2 < r < %, so gibt es auf Fy eine krumme
Funktion vom Grad r.

2.5 Die Berechnung der WALSH-Transformation

Sei ¢ : F§ — R eine Funktion. Fiir die praktische Berechnung der
WaLsH-Transformierten ¢ nehmen wir an, dass die Funktion ¢ durch ihre
Wertetabelle gegeben ist — d. h., alle Werte ¢(z) sind bekannt — und suchen
die Wertetabelle der Transformierten.

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus mittels binédrer Rekursion her-
geleitet, der dem aus 1.4 ziemlich &hnlich sieht. Er startet mit folgender
Beobachtung: Fiir v € F}, w € F5 ™7 und 0 < j < n gilt

plo,w) =Y (1" | > (1) p(y.2)

yeF} zeFy I
Setzt man

oV (y, w) == Z (=) ?p(y,z) firye IFJQ und w € F;L*j
zeFy 7
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(partielle WALSH-Transformation), so ist

eOw) = ¢w) firweFy,
e™My) = ely) firyeFy,
und es gilt:

Hilfssatz 5 Fliir alle v € IE‘JQ und w € Fg_j gilt

P, w) = Y (=1)"eV(y, w).

y€Fy,

Daraus lésst sich eine Rekursionformel herleiten: Fiir y € F%_l, n € o,
w e Fy 7 ist

Uy mw) =" > (=D 0(y, G2) = Y (1) (y, G w).

€l 2) (n—3) S D
C 2€F n=J C

Satz 8 (Rekursionformel fiir die partielle WALSH-Transformation) Fiir y €
IE‘{I und w € F5™7 gilt

Uy, 0,w) = 9 (y,0,w) + P (y,1,w),
Uy, L) = 9 (y,0,w) — oD (y, 1,w).

Fiir die iterative Berechnung der WALSH-Transformation nach dieser
Formel setzt man i := n — j. Aus dem Startvektor z(0) = (Tu)uery,
der Wertetabelle z,, = ¢(u) von ¢, wird also iiber Zwischenergebnisse
2@, i =1,...,n — 1, das Endergebnis z("), die Wertetabelle der WALSH-
Transformierten ¢ berechnet. Dabei sieht der Schritt von z(? nach z(+1),
wenn man den n-Bit-Index zerlegt in u§v mit n — ¢ — 1 Bits u, 1 Bit £ und

1 Bits v, nach Satz 8 wie folgt aus:

Tuo, ) = Tygy+ Ty
R

Zum konkreten Programmieren werden die Indizes noch wie in 1.1 als
ganze Zahlen in [0...2" — 1] gedeutet; dann ist in den obigen Gleichungen
ulv = uOv + 2¢, und die Iterationsvorschrift sieht, analog zu 1.4, so aus:

1) {x,ﬁj) +al’) ., falls ky_y =0,

x :
’“ 2 =2 falls k=1,

fir k=0,...,2" — 1. Damit lasst sich der gesamte Algorithmus so formulie-

ren:
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Prozedur [WT]
Ein- und Ausgabeparameter: Vektor x der Liange 27, z[0],...,z[2" — 1].

lokale Hifsvariablen: Vektor y der Linge 27, y[0],...,y[2" — 1].
Schleifenzéhler ¢ =0,...,n— 1, und £ =0,...,2" — 1.

Anweisungen:
Firi=0,...,n—1:
Firk=0,...,2" — 1:
Falls (((k > i) mod 2) = 1): y[k] := x[k — 2] — x[k]
sonst y[k| := z[k] + z[k + 27|
Fir k=0,...,2" — 1:
(k] := y[k]

Diese Prozedur ist natiirlich nur bei exaktem Rechnen sinnvoll, also etwa
mit ganzzahligen Vektoren. Hier ist gegebenenfalls die Fehlersituation durch
Uberlauf bei der Addition zu beriicksichtigen.

Zu bemerken ist noch, dass, wenn ¢ nur Werte in einem Unterring von
R annimmt (etwa Z oder Q), die ganze Berechnung in diesem Unterring
verlduft.

Der Aufwand als Funktion der Gréfle N = 2" der Eingabe ist wie in
1.4 fast linear: 3N - 2log N, wie man es auch von der schnellen FOURIER-
Transformation kennt. Dabei werden im wesentlichen 2N Speicherplétze fiir
Elemente des Rings R bei exakter Arithmetik bendotigt.

Ein C-Programm steht als Quelltext im Anhang (Prozedur wt).

2.6 Die Berechnung der Faltung

Die naive Anwendung der Formel in Definition 2 erfordert, dass jeder
Wert von ¢ mit jedem Wert von v multipliziert wird, dass also 22 Multipli-
kationen von (je nach Anwendungskontext komplexen oder ganzen) Zahlen
ausgefithrt werden. Der Aufwand dafiir ist quadratisch in der Groflie N = 2™
der Eingabe.

Durch die Anwendung des Faltungssatzes ldsst sich der Aufwand auf
den Wert N log N driicken: Bezeichnen wir das Zwischenergebnis mit g :=
m = g&zﬁ, S0 ist § = 2™p1). Also konnen wir folgenden Algorithmus ver-
wenden:

1. a) Bestimmung von ¢,

b) Bestimmung von P,
2. Multiplikation g = 4t (punktweise),

3. Riicktransformation ¢ * 1) = 2% g.



Der Aufwand besteht also im wesentlichen aus 3 WALSH-Transformationen
zu je 3n - 2" elementaren Operationen; dazu kommen noch die 2™ Multipli-
kationen im Schritt 2, so dass asymptotisch etwa 9N - 2log N elementare
Operationen noétig sind. Dabei kommt man im wesentlichen mit 3N Spei-
cherplétzen aus.

Anmerkung. Dieses Verfahren wird analog auch bei der effizienten Mul-
tiplikation von Polynomen mit Hilfe der schnellen FOURIER-Transformation
verwendet.

2.7 Weitere Beispiele

1. Sei f € F4 gegeben durch das Polynom 1175 + T57,. Dann haben wir
folgende Wertetabellen:

z | f(z) | xp(2) | Xy(2)
0000 0 +1 +4
0001 0 +1 +4
0010 0 +1 +4
0011 1 -1 —4
0100 0 +1 +4
0101 0 +1 +4
0110 0 +1 +4
0111 1 -1 —4
1000 0 +1 +4
1001 0 +1 +4
1010 0 +1 +4
1011 | 1 —1 | —4
1100 1 —1 —4
1101 | 1 -1 | —4
1110 1 -1 —4
1| o +1 | +4

Insbesondere ist f krumm.

2. Sei f € F3 gegeben durch das Polynom 1175 + 1173 + T573. Dann
sehen die Wertetabellen so aus:

| f(z) | xs(z) | Xp(2)
000 0 +1 0
001 0 +1 4
010 0 +1 4
011 | 1 ~1 0
100 0 +1 4
101 | 1 ~1 0
10| 1 ~1 0
11| 1 —1 | -4
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3. Sei f € F,, gegeben durch das Polynom T ---T,. Dann ist

)0 firx#(1...1),

fz) = {1 firx = (1...1),
1 fir z £ (1...1),

xs(z) = {—1 fir x = (1...1),

COEEED GV SICV S CRI

z€Fy z€Fy
B 2n — 2, falls u = 0,
] —2(=D)l sonst,
wobei fir z = (1...1) das Skalarprodukt w -2 = uj; + --- + u, das

HAMMING-Gewicht |u| von u ist. Insbesondere ist f nur im Fall n = 2
krumm.

4. Sei g € F, gegeben durch das Polynom (77 + 1)--- (T, + 1) =
dorc(l, .} TT. Dann ist

o(z) = {0 fir z #£ 0,

1 fir x =0,
(z) 1 fiirx #0,
€T =
Xg -1 fir x =0,
Xo(u) = Z (_1)g(x)+u.q; _ Z (—1)w® — 2
z€Fy z€Fy
B 2" — 2, falls u =0,
B —2 sonst.

2.8 Konstruktionsmethoden I: Direkte Summen

Definition 6 Sei n = r + s mit r,s > 1 und seien g : F;, — Fo und
h: 5 — Fy BooLEsche Funktionen. Dann heifit

f:Fy — Fa, f(z,y) =g(x) +h(y) firzelFyy ek,
die direkte Summe von g und h, geschrieben g & h.

Die Charakter-Form einer solchen direkten Summe ist

Xr(@,y) = xg(x) - xn(y) fir x € Fy,y € F3,
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folglich das WALSH-Spektrum fiir v € F5, v € F5:

)A(f(ua v) = Z Z x)+h(y)+tu-z+ovy

z€Fy yelFs
= Z (—1)9(@)tuz Z (—1)rw)tvy
z€Fy yeF;

= Xg(u) - Xn(v).

Satz 9 Sei f: Fy — Fy direkte Summe von g: Fy — Fo und h: F§ — Fa.
Dann ist

(i) xXf(u,v) = xg(u) - Xn(v) fiir alle w € Fy und v € Fs5.

(i) maux | = max|y| - max .

(iii) f krumm <= g und h krumm.

(iv) kf(z,y) = Kg(x)rn(y) fir alle x € Fy und y € F3.

Beweis. (i) wurde oben gezeigt, (ii) und (iii) sind direkte Folgen daraus. Da
Hf = Q%Xf * Xf7 gﬂt

]‘ ’lL.’L‘ v —n(\v
ke(z,y) = o ZZ +a)+h(vty)—g(u)—h(v)

u€el; veFs
1 1
= 5 Z (—1)9(utz)—g(u) . > Z (—1)oty)=h(v)
uek% veF§

und daraus folgt (iv). ¢

Korollar 1 Sei f: Fy — Fo krumm und vom algebraischen Grad % mit
n > 6. Dann ist f nicht in eine direkte Summe zerlegbar, auch nicht nach
einer affinen Koordinatentransformation.

Beweis. Da die Eigenschaft ,.krumm* bei affiner Koordinatentransformation
erhalten bleibt, geniigt es, die Behauptung fiir f selbst zu beweisen. Ange-
nommen, f = g @ h mit Funktionen g: F), — Fo, h: F§ — Fq, so dass
r+s=mnund o. B.d. A. r > s > 2. Dann sind ¢ und h ebenfalls krumm,
also Gradg < 5 und Grad h < 3, aufler wenn 7 = s = 2, also n = 4. Also ist
Grad f < 5, Widerspruch. &

Dass das im Fall n = 4 tatséchlich anders ist, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiele

1. Wir gehen von der quadratischen Form f: F3 — Fy mit algebraischer
Normalform f = T1T5 aus, von der wir schon wissen, dass sie krumm
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ist. Daher ist auch fiir jedes gerade n die quadratische Form Q(%),
also
=TT+ +Th T,

eine krumme Funktion f: [} — Fo. Weiter folgt durch Induktion aus
Beispiel 3 in 2.1, dass
Xr =235,
also
Xf(u) = 22 . (—1)WuetFUn—1un iy g ¢ FY,

Insbesondere sind die quadratischen Formen Q(%) zu sich selbst dual
im Sinne von Korollar 2 in 2.4.

2. Fiir die quadratische Form Qp;(5) gilt analog f = g ® h, wobei g :
F3~2 — Fy mit

und h: F2 — Fy mit

Xn(v) = =2x4(v).
Also ist

X5 (u,v) = Xg(u) () = =27 xg(u)xn(v) = =22 x4 (u, ).
Daher ist max |x¢| = 2% und f krumm.

3. Nach Satz 4 in 1.6 lasst sich jede quadratische Abbildung nach linearer
Transformation im Urbild als direkte Summe einer nichtausgearteten
quadratischen Abbildung und einer linearen Abbildung schreiben.

Korollar 2 FEine quadratische Form f:Fy — Fq ist genau dann krumm,
wenn sie zu einem der Typen Qr(%) oder Qrr(5) aus 1.7 dquivalent ist, also
wenn sie nichtausgeartet ist.

Als Ziel der Bahn-Klassifikation in 1.5 kann man es ansehen, durch af-
fine Transformationen eine reduzierte algebraische Normalform zu finden,
die sich moglichst weit in direkte Summen zerlegen ldsst, wie es bei den
quadratischen Formen ja gelungen ist.

Korollar 3 Fir jede gerade Dimension n gibt es mindestens eine krumme
Funktion f:Fy — Fo vom Grad 2.

Als Spezialfall der MAIORANA-MCFARLAND-Konstruktion, Satz 7, kann
man die krummen Funktionen Q;(%) leicht verallgemeinern:

Korollar 4 Sein = 2m, g: Fy' — Fy eine beliebige BOOLEsche Funktion
und f: Fy — Fy definiert durch f(x,y) = x -y + g(x) fir alle z,y € F5".
Dann ist f krumm und X ¢(u,v) = 2"x¢(v,u) fir alle u,v € F5'.
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FEin einfacher, aber wichtiger Spezialfall der direkten Summe ist:
Definition 7 Fiir f: F} — Iy heifit die BooLEsche Funktion

f: ]Fg"'l — [Fy,

92

f(ﬂfo,.’ﬂl,...,l'n) ::l’()"—f(ﬂfl,...,l‘n),

(oder jede, die durch Umnummerierung der Variablen aus f entsteht)
einfache Erweiterung von f.

Da die identische Abbildung ¢g: Fy — Fy mit der algebraischen Normal-
form g = T1 das Spektrum x4(u) =1 — (=1)%, also x4(0) = 0, x4(1) = 2,
hat, folgt sofort:

Korollar 5 Ist f die einfache Erweiterung von f:Fy — Fa, so
Xf(oau) = 0,
L) = 2-%)

fiir u € 3.

Beispiele

3. Sei f: F} — F9 die quadratische Form Q(m). Dann ist f = ¢ ® 0
mit g: F3™ — Fy und Xg = 2™ xg. Also ist

Xf(u,v) = Xg(u)Xn(v) =

2n=2my (u), wenn v =0,
0 sonst,

2" My g(u), wenn v =0,
0 sonst,

und max |y | = 2"
4. Der Fall der quadratischen Form Q7(m) geht analog mit dem Ergebnis

—2""Mxg(u), wenn v =0,

Xf(uvv) = {

0 sonst,

und max |x | = 2",
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5. Die quadratische Form Qprr(m) ist direkte Summe f = g @ 0 mit
g: F%m B ]F27 g: Fgm+1 I FQa

Xy(u, 0 0,
Xg(u, 1) = 2%y(u),
xf(u,a,v) = {2"—2m—1>2g(u, a) wenn v =0,
0 sonst,
~J2Pmgy(u) wenna=1,v =0,
- 0 sonst,
— QR—WXQ(U) wenn a = 1’ v = 0’
0 sonst,

und max || = 2"
Die letzten drei Beispiele ergeben zusammengefasst:

Korollar 6 Ist f : Fy — Fo quadratische Form vom Rang r, so ist
max || = 2" 3.

2.9 Konstruktionsmethoden II: Elementare Abidnderungen

[. .. kommt noch.]
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