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Diese Arbeit ist die Fortsetzung von [9]. Es wird bewiesen, da3 der Klassifi-
kationssatz von Bala-Carter [1, 2] fiir die nilpotenten Elemente der Lie-Algebra
einer halbeinfachen Gruppe in beliebiger guter Charakteristik gilt. Die Be-
zeichnungen und Konventionen von [9] bleiben in Kraft, aber reduktive Gruppen
miissen nicht unbedingt zusammenhiingend sein.

1. DaAs VERFAHREN DER KLASSIFIKATION

In diesem Paragraphen wird das Verfahren der Klassifikation noch einmal
skizziert. Das steht zwar in wesentlichen schon in [9]; es werden aber einige
Vereinfachungen eingefiihrt und einige Korrekturen angebracht. Die Charak-
teristik p des Grundkérpers & sei stets gut fiir die betrachtete halbeinfache
Gruppe G, wenn dies nicht ausdriicklich anders gesagt wird.

(1.1) In[9] wurden die 0-1-Moduln (G, , g,) in der halbeinfachen Gruppe G
eingefiihrt. Allgemeiner will ich Graduierungen der zugehérigen Lie-Algebra g
betrachten, die durch die Gewichtsraum-Zerlegung nach EPUn gegeben
sind. Oder etwas allgemeiner: durch ganzzahlige Gewichtungen des Dynkin-
Diagramms. Solche Graduierungen sollen Standard-Graduierungen heif3en.

BeispieL. Die Lie-Algebra g = sl, hat die Basis {4, x, y} mit der iiblichen
Multiplikationstafel [Ax] = 2x, [hy] = —2y, [xy] = h. Seien r,seZ mit
r + s % 0. Dann wird g in Characteristik 2 durch

g, = kx, g, = ky, Grys = kh
graduiert. Diese Graduierung ist nicht Standard.

AuBler wenn G vom adjungierten Typ ist, stammt nicht jede Standard-
Graduierung von einer EPU. Multipliziert man jedoch alle Grade mit einer
geiegneten ganzen Zahl ¢, so findet man auch dann eine EPU; diese heit dann
“zur Graduierung passend”.
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374 KLAUS POMMERENING

Sei nun g Standard-graduiert. Stets ist g; fiir 7 5~ 0 als Gy-Modul vollstindig
reduzibel; die irreduziblen Summanden sind sogar infinitesimal irreduzibel.
AuBerdem ist g; als G;-Modul fasthomogen; es gibt sogar nur endlich viele
Bahnen: Dazu dient das folgende Lemma, das ein Extrakt aus Richardsons
Endlichkeitssatz [13, I.5.1, S. 182-183] ist und genauso bewiesen wird (keine
Voraussetzung iiber die Charakteristik).

LeMMA. Sei G eine affine algebraische Gruppe und V ein rationaler G-Modul,
auf dem G separabel operiert. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G und W
ein H-Untermodul von V. Ferner gelte fiir die Lie-Algebren g und Yy von G und H

g xNWCH - xfiralexeW.
Dann gilt:

(1) Jede G-Bahnin V trifft W nur in einer endlichen Anzahl von H-Bahnen.
(ii) H operiert separabel auf W.

Satz. Sei G eine halbeinfache Gruppe in guter Charakteristik p. Die Lie-
Algebra g von G set Standard-graduiert. Dann gilt fiir 1 + O:

(1) G, hat auf g; nur endlich viele Bahnen; insbesondere ist g; unter G,
fasthomogen.

(ii) Falls G keinen fasteinfachen Normalteiler vom Typ A, mit p | (I + 1)
hat, operiert G, separabel auf g; .

Beweis. Sei V = g, H= G,und W = g; im Lemma. Enthalte zunichst G
keinen Normalteiler vom Typ A; mit p | (I + 1). Dann operiert G nach [13,
1.5.6, S.185] separabel auf g, und die Anzahl der Bahnen von nilpotenten Ele-
menten ist endlich. Nur solche kénnen aber g; treffen. Also ist nur noch [gx] N
g: C [gox] fiir beliebiges x € g; zu priifen, und das folgt direkt aus der Gradu-
ierung.

Falls G Normalteiler vom Typ 4; mit p | (I 4 1) enthilt, kann man sich
0.B.d.A. auf den Fall G = SL,,, beschrinken und dann den obigen Schluf3 auf

GL,,, anwenden. Q.E.D.

KoROLLAR (in beliebiger Charakteristik). Se: G halbeinfach und g Standard-
graduiert. Dann gilt dim G, > dim g, fiir alle 1.

Beweis. Es handelt sich dabei um eine Aussage iiber das Wurzelsystem.
Eine solche kann durch Riickgriff auf die zugehoérige halbeinfache Gruppe in
einer speziellen Charakteristik bewiesen werden. Q.E.D.

(1.2) Fir den ndchsten Satz brauche ich eine Vorbetrachtung. Sei G eine
fasteinfache algebraische Gruppe in guter Charakteristik p und nicht vom
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Typ A; mit p | 2(1 + 1). Insbesondere ist p # 2, und die Lie-Algebra g von G
hingt nur von der Isogenieklasse von G ab. Nun kann die Killing-Form von g
zwar ausgeartet sein; nach [13, II1.4.1, S.236] gibt es aber trotzdem auf g eine
G-invariante nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform, kurz: ein “G-
Skalarprodukt.” Die Voraussetzung sei jetzt also: G ist halbeinfach, char & =
p # 2istgut fiir G, und g besitzt ein G-Skalarprodukt.

Sei T ein maximaler Torus von G, t C g seine Lie-Algebra, ® — Y(T, G)
das zugehérige Wurelsystem und

§=tOPD 4.
aEP
die entsprechende Wourzelraum-Zerlegung. Dann ist t eine nicht-ausgearteter
Unterraum mit

=D ag..

a€EP

Weiter istg, | g, wenn 8 % —a, und g, der Dualraum zu g, (d.h., g, @ g_,
ist nicht-ausgearteter Unterraum).

Sei nun weiter g = @ g, eine Standard-Graduierung und A: G,, — T eine
dazu passende EPU. Da sich die g; aus Wurzelrdumen zusammensetzen, folgt

sofort, da3 g, nicht-ausgearteter Unterraum von g und g_; der Dualraum zu g;
ist. Sei s die Lie-Algebravon S : = XG,,).

LemMA  Seien i, j € Z. Dann gilt fir x € g;:

() [xg_iy]*Nngi=g.Ng;.
i) dim(xg] = dim[vg_, ).
(i) gos L 5 <=5 C [xg].

Beweis. (i) Es ist trivialerweise g, = [¥g]*. Daraus folgt (i), wenn man
die Graduierung beriicksichtigt.
(i) dim[xg;] = dim g, — dim g, N g; = dim g, — (dim g, — dim[xg_;_,])
nach (i).

(iii) Folgt ebenfalls aus (i), weil gy, N g, = [xg_,]- Q.E.D.

Ein Tripel (k, x, y) von Elementen aus g heif3t sly-Tripel, wenn by halbeinfach
ist, x und y nilpotent sind und die Multiplikationstafel wie im Beispiel in (1.1)
aussieht. Dann spannen %, x und y in g eine zu sl, isomorphe Unteralgebra auf.

In der Situation des Lemmas operiert s auf jedem g; durch Multiplikation
mit Skalaren. Also gibt es ein k € s mit [hx] = 2x fiir alle x € g; - Aus Teil (iii)
des Lemmas kann ich also zu x € g; unter der Voraussetzung gy, | s ein sl,-
Tripel (h, x,y) mit he s und y € g_; gewinnen. Dabei habe ich den Satz von
Morozov-Jacobson nicht verwendet.
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(1.3) Den Beweis des folgenden Satzes, der ohne Beweis in [14] steht,
verdanke ich Jantzen. Dadurch wird mein urspriingliches Argument erbeblich
verkiirzt und ebenso der Beweis von Theorem 4.2 in [1]. Die Charakteristik des
Grundkérpers ist hier beliebig.

Satz. Sei G halbeinfach. Die Lie-Algebra g von G sei Standard-graduiert.
Es sei diim G, = dim g, fiir ein ¢ > 1. Dann ist g; 7 0 hochstens, wenn q | 1.

Beweis. Da es sich nur um eine Aussage iiber das Wurzelsystem handelt,
darf ich 0.B.d.A. annehmen, daB der Grundkérper die Charakteristik 0 hat.

Seien A und s wie in (1.2). Nach (1.1) hat G, in g, eine dichte Bahn G, - x.
Damit ist [gyx] = g, und gy, = 0. Aus (1.2) erhalte ich ein sl,-Tripel (h, x,y)
mit hes und yeg_, . Auf g; operiert h als Multiplikation mit 2i/g. Da diese
Multiplikatoren fiir jede Darstellung von sl, ganzzahlig sind, muf g; = 0 sein,
aufler wenn ¢ | 2.

Wirkonnenalsoalle Grade durchg/2teilenundbefinden unsdannimFall ¢ = 2.
Als nichstes wird gezeigt, daB dann g, = 0 sein muB3. Sei dazu P die (auf nahe-
liegende Weise) zur Graduierung gehorige parabolische Untergruppe von G,
p ihre Lie-Algebra und u die Lie-Algebra ihres unipotenten Radikals. Sei
yeu ein Richardson-Element (in [9] “P-regulires Element” genannt), y =
Yis1ys mit y;€g,. Die Projektion von [py] = u auf g; @ g, ist surjektiv.
Andererseits ist das Bild enthalten in [g,, ¥; + ¥5] + [8: 31]- Dabei ist

dim[g, , ¥; + ¥.] < dim g, = dim g, .

Falls g, +# 0 wire, wire dim[g, ;] < dim g;, denn entweder ist y; = 0 oder
, liegt im Kern von g, — [g, ¥,]; Widerspruch.

Die Graduierung ist nun auf einer geeigneten Wurzelbasis 4 durch Gewichte
0, 2 und > 3 gegeben. Sei 4’ die Teilmenge der Wurzeln vom Gewicht 0 oder
2 und H die durch 4’ definierte halbeinfache Untergruppe. Dann ist G, C
T-H und g, C Lie H, insbesondere dim g, <X dim H,. Andererseits ist
dim g, = dim G, > dim H, . Daraus folgt G, = H,, also T C H,C H, also
H — G und somit 4' = 4. Also kommen auf 4 nur die Gewichte 0 und 2 vor.

Q.E.D.

(1.4) Als erster Schritt zur Klassifikation wurden in [9] angegeben: die
bijektiven Beziehungen zwischen den Mengen

(i) der Konjugationsklassen von ausgezeichneten parabolischen Unter-
gruppen von G,

(i) der Konjugationsklassen von ausgezeichneten 0-¢-EPUn von G
(¢ eine geeignete feste natiirliche Zahl),

(iii) der ausgezeichneten 0-1-Diagramme in G, und eine kanonische
Abbildung von (i) in die Menge

(iv) der Klassen von ausgezeichneten nilpotenten Elementen von g.
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Der wesentliche Schritt zur Klassifikation der nilpotenten Elemente besteht
im Beweis, daB3 die letztere Abbildung bijektiv ist. In [9] wurde die Injektivitit
etwas voreilig behauptet; die Begriindung dafiir ist sogar falsch: Die Konjuga-
tionsklasse einer parabolischen Untergruppe P ist im allgemeinen durch die
Klasse eines Richardson-Elements nicht eindeutig bestimmt, siehe dazu [4].
Die Injektivitit folgt allerdings direkt aus dem folgenden Lemma.

LEMMA. Sei x € g ausgezeichnet nilpotent. Dann gibt es bis auf Konjugation
mit G, hochstens eine ausgezeichnete parabolische Untergruppe, fiir die x Richardson-
Element st.

Beweis. Sei x Richardson-Element fiir die beiden ausgezeichneten para-
bolischen Untergruppen P und P’. Nach [9, (1.3)] kann ich, indem ich P und P’
konjugiere, erreichen, daBl x im Unterraum g, bzw. g; beziiglich einer zu P
bzw. P’ passenden Graduierung durch ein 0-1-Diagramm liegt. Die zugehorigen
0-¢-EPUn X und X’ operieren also transitiv auf der punktierten Geraden kXx.
Daher sind A und A’ konjugiert, denn die maximalen Tori des Normalisators N(x)
der Geraden kx sind eindimensional [9, (3.1) bzw. (3.3)]. Also ist P zu P’
konjugiert, etwa P’ = gPg~1. Da x Richardson-Element fiir P’ ist, ist g~ - &
Richardson-Element fiir P, also g71-x = h - x mit Ae P. Damit ist ghe G,
und P’ = (gh) P(gh)™. Q.E.D.

Zu zeigen ist also noch, da3 G die folgende Eigenschaft (A) hat:

(A) Jedes ausgezeichnete nilpotente Element in g ist Richardson-Element
einer ausgezeichneten parabolischen Untergruppe von G.

Um dann die vollstindige Klassifikation der nilpotenten Elemente herleiten
zu konnen, brauche ich die folgende stirkere Eigenschaft:

(A) Jeder halbeinfache Teil einer Levi-Typ-Untergruppe von G hat die
Eigenschaft (A).
Dabei verstehe ich unter einer Levi-Typ-Untergruppe einen Levi-Faktor
einer parabolischen Untergruppe von G.

(1.5) Sei G eine algebraische Gruppe, die auf einer Varietit X operiert.
Ein Element x € X heif3t quasifrei, wenn der Kern der Operation einen maximalen
Torus des Stabilisators G, enthilt. Bei der adjungierten Operation sind die
quasifreien nilpotenten Elemente also genau die ausgezeichneten. Was ich hier
quasifrei nenne, heiBt in [8] “infinitesimal quasifrei.”

Als entscheidend fiir die Klassifikation stellen sich die beiden folgenden
Eigenschaften einer halbeinfachen Gruppe in guter Charakteristik heraus:

(E) Sei(G,,g,) ein 0-1-Modul in G. Sei x € g, quasifrei fiir G, . Dann ist
G, endlich.
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(Insbesondere ist dann (G, , g,) ausgezeichnet, und x liegt in der dichten G-
Bahn von g, .)

(E)  Jede radizielle halbeinfache Untergruppe von G hat die Eigenschaft (E).

Dabei bedeutet “radiziell,” da3 die Untergruppe von einem maximalen Torus
von G normalisiert wird.

Der Hauptsatz dieser Arbeit ist:

THEOREM.  Jede halbeinfache Gruppe in guter Charaketeristik hat die Eigen-
schaft (E).

Der Beweis wird im Rest der Arbeit durchgefiihrt. Dabei ist jeweils nur die
Eigenschaft (E) nachzuweisen, denn gute Charakteristik vererbt sich auf
radizielle Untergruppen. AuBerdem kann man sich offensichtlich auf fast-
einfaches G beschrinken. Die empirische Evidenz legt die folgende stirkere
Vermutung zwingend nahe:

(C) Sei (G, g,) ein 0-1-Modul in G. Fiir ein x g, sei Gy im halb-
einfachen Teil (G, , G,) enthalten. Dann ist Gy, reduktiv.
Die Eigenschaft (C) kann ich nur unter stirkeren Einschrinkungen der
Charakteristik nachweisen, siehe (2.9); dabei wird (E) nicht verwendet. Ich
weil} nicht, ob man (C) aus (E) oder dem Klassifikatiossatz herleiten kann.

(1.6) Ich zeige nun, wie aus der Eigenschaft (E) die Eigenschaft (A), also
die Klassifikation der ausgezeichneten nilpotenten Elemente folgt.

LemMa.  Sei G halbeinfach in guter Charakteristik mit (E). Die zugehorige
Lie-Algebra g sei Standard-graduiert. Es gebe ein x € g, fiir ein q # 0, das quasifrei
fiir Gy ist. Dann ist die Graduierung durch ein ausgezeichnetes 0-1-Diagramm
induziert und G, endlich.

Beweis.  Das Paar (G, , g,) ist ein 0-1-Modul in einer radiziellen Untergruppe
H von G, die folgendermafBBen konstruiert wird: Zuerst wihlt man das Unter-
system der Wurzeln, deren Gewicht durch gq teilbar ist, dann darin eine Basis 4,
die aus Wurzeln mit Gewicht > 0 besteht und schlieBlich darin die Teilmenge
4" der Wurzeln mit Gewicht 0 oder ¢; H wird durch 4’ definiert. Da das Zentrum
von H in G, enthalten ist und trivial auf g, operiert, mu H von maximalem
Rang und insbesondere halbeinfach sein. Da H die Eigenschaft (E) hat, ist
Gy, endlich und dim G, = dim g, . Aus Satz (1.3) folgt H = G. Q.E.D.

SaTz. Sei G eine halbeinfache Gruppe in guter Charakteristik mit der Ergen-
schaft (E). Dann hat G auch die Eigenschaft (A).

KoroLLAR. Die kanonische Beziehung zwischen den Konjugationsklassen von
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ausgezeichneten parabolischen Untergruppen und den ausgezeichneten nilpotenten
Bahnen ist bijektiv.

Bewers.  Sei x € g ausgezeichnet nilpotent. Sei dazu eine EPU gewihlt, so daB
x im Gewichtsraum g, der zugehérigen Graduierung liegt, siche 9, (3.3)]-
Nach dem Lemma ist (G, , g,) ein ausgezeichneter 0-1-Modul in G, und die
zugehdrige parabolische Untergruppe P ist ausgezeichnet. Nach [9, (1.3)] ist
Richardson-Element fiir P. Q.E.D.

(1.7) Die Klassifikation simtlicher nilpotenter Elemente wird mit Hilfe des
folgenden Satzes hergeleitet, der in beliebiger Charakteristik gilt:

Sarz. Sei G halbeinfach.

(1) Sei x € g nilpotent. Dann gibt es bis auf Konjugation mit G0 genau
eine minimale Levi-Typ-Untergruppe H von G mit x € §) = Lie H, und x ist dann
in 1y ausgezeichnet nilpotent.

(i) Seien H und H' Levi-Typ-Untergruppen, xcly und x' e b jeweils
ausgezeichnet nilpotent. Liege x in der G-Bahn von x'. Dann sind H und H' zu-
einander konjugiert.

(i) Sei H eine Levi-Typ-Untergruppe, x und x' € by ausgezeichnet nilpotent
und x in der G-Bahn von x'. Dann liegt x schon in der N ;(H)-Bahn von x'.

Beweis. (i) Sei S ein maximaler Torus von G, . Dann ist H :— ¢(:S) eine
Levi-Typ-Untergruppe mit Lie-Algebra h = 35(S). Also ist xeh. Sei nun H’
irgendeine Levi-Typ-Untergruppe mit x €}, und sei 8" = Z(H "}°. Dann ist
S C G°, also S’ konjugiert zu einer Untergruppe von S und H' — Zg(S)
konjugiert zu einer Obergruppe von H. Also ist H bis auf Konjugation mit G,°
die einzige solche minimale Levi-Typ-Untergruppe. Nach Definition von H ist
x ausgezeichnet in [y.

(i) Sei x = g-«’. Dann folgt aus (i), daB H und gH’g™! under G,°
konjugiert sind.

(iii) Ich beginne wie bei (i) und schlieBe H = (g'g) H(g'g)~! mit g G
Dann ist x = g'g - " und g'g € No(H). Q.E.D.

Daraus folgt dann direkt, da der Klassifikationssatz von Bala-Carter auch
gilt, wenn man nur gute Charakteristik voraussetzt. Wenn man will, kann man
auch zu jedem nilpotenten Element das iibliche gewichtete Dynkin-Diagramm
finden, siehe [2, S.8f1.]; das Ergebnis muB auch in beliebiger guter Charakteristik
das richtige sein, da es durch eine Rechnung im Wurzelsystem gewonnen wird.

(1.8) Umgekehrt folgt auch die Eigenschaft (E) aus der Klassifikation der
nilpotenten Elemente:
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Satz. Sei G halbeinfach (in beliebiger Charakteristik).

() Ist (G, , @) ein 0-1-Modul in G und x € g, , so enthilt G, einen maxi-
malen Torus von G, .

(i) Ist die Charakteristik gut und hat G die Eigenschaft (A), so auch (E).

Beweis. (i) Sei A:G,, — G eine zu (G, @,) passende EPU. Dann ist
XG,,) C N(x); fiir die Bezeichnung siche (1.4). Sei S" 2 A(G,,) ein maximaler
Torus von N(x). Da G, Normalteiler von N(x) ist, ist S := (S’ N G,)° maxi-
maler Torus von G, und S’ = XG,,) - S. Also ist S C Z;(XNG,.)) = G, -

(i) Istnun G}, unipotent, so muB S trivial sein. D.h., x ist in g ausgezeich-
net nilpotent. Da G die Eigenschaft (A) hat, ist ¥ Richardson-Element einer
ausgezeichneten parabolischen Untergruppe P von G. Dazu gibt es cine 0-7-
EPU p, in deren r-Eigenraum x liegt. Wie in (1.4) ist gu unter G,° zu rA kon-
jugiert. Also ist P bis auf Konjugation die zu (G, , 8,) gehorige parabolische
Untergruppe und somit G, endlich. Q.E.D.

In den klassischen Gruppen, also denen vom Typ 4, , B, , C, und D, ist die
Klassifikation der nilpotenten Elemente auf elementare Weise durchfiihrbar [13,
Chap. IV; 4; 5]. Daraus liBt sich direkt die Eigenschaft (A) gewinnen und somit
auch der Klassifikationssatz und die Eigenschaft (E):

Satz. Sei G eine klassische Gruppe in guter Charakteristik. Dann hat G die
Eigenschaft (A4).

KoroLLAR. G erfiillt (E).

Beweis. Falls G vom Typ A, ist, sind die ausgezeichneten nilpotenten
Elemente genau die reguliren, und diese sind die Richardson-Elemente der
Borel-Untergruppen. ‘

Sei nun G vom Typ B, , C, oder D, und die Charakteristik % 2. Da die Lie-
Algebra g nur von der Isogenieklasse abhingt, darf ich G = SO, oder Sp,
annehmen. Die nilpotenten Klassen werden (fast eindeutig) durch diejenigen
Partitionen (m, ,..., m,) von n beschreiben, fiir die gilt:

(a) Im Falle G = SO, ist fiir jede gerade Zahl ¢ die Anzahl der m; mit
m; = q gerade.
(b) Im Falle G = Sp, dasselbe fiir ungerades g¢.

Aus den Angaben iiber den Zentralisator in [13, IV.2.25, 8. 261] entnimmt
man, daB die ausgezeichneten nilpotenten Klassen durch diejenigen Partitionen
beschrieben werden, fiir die gilt:

(a') Fiir G = SO,: Alle m, sind ungerade und verschieden.
(b') FiirG = Sp,: Alle m; sind gerade und verschieden.



UNIPOTENTE KLASSEN 381

Zu jeder solchen Partition gehért nur eine nilpotente Klasse [13, 1V.2.27,
S. 262].

Sei nun eine ausgezeichnete parabolische Untergruppe in der Beschreibung
von [1] gegeben. In [1, S. 410*414] wird daraus eine Partition vom Typ (a’)
bzw. (b) konstruiert. Da man auf diese Weise alle solchen Partitionen erhilt,
sind die endlichen Mengen (i) und (iv) in (1.4) gleichmichtig. Die injektive
Abbildung zwischen ihnen ist also bijektiv. Q.E.D.

(1.9)  Zum AbschluB dieses Paragraphen sei noch ohne Beweis vermerkt, daf3
sich die Methode von Vinberg zur Klassifikation der Bahnen in 0-1-Moduln
(oder allgemeiner in den homogenen Bestandteilen Z,,-graduierter Lie-Algebren)
ebenfalls schon dann herleiten Lit, wenn man nur voraussetzt: Die Charak-
teristik ist gut fiir die Gruppe G, deren graduierte Lie-Algebra betrachtet wird,
und auBerdem ist die Eigenschaft (E) fiir G schon nachgewiesen. Der Beweis
in [14] oder [3] laBt sich leicht iibertragen. Das Ergebnis wird in Paragraph 3
angewendet.

2. KRITERIEN FUR QUASIFREIE ELEMENTE IN GRADUIERTEN LIE-ALGREBEN

In diesem Paragraphen wird eine Reihe von Kriterien aufgestellt, die quasi-
freie Bahnen ausschlieBen, mit dem Ziel, das Theorem (1.5) zu beweisen. Diese
Kriterien werden im nichsten Paragraphen dann auf die 0-1-Moduln in den
Ausnahmegruppen angewendet.

(2.1) Die stirksten Kriterien zum Ausschluf quasifreier Bahnen in 0-1-
Moduln beruhen auf der Existenz von sl,-Tripeln. Sie werden zunichst her-
geleitet. Ich greife dazu die Konstruktion von sly-Tripeln in (1.2) wieder auf:

Sarz. Sei G eine halbeinfache Gruppe in guter Charakteristik p + 2, (G, , a,)
ein 0-1-Modul in ihrer Lie- Algebra g und X: G,, — G eine dazu passende 0-g-EPU.
Seih € s := Lie XG,,) das Element, das auf §; durch Multiplikation mit 2i operiert.
Dann gibt es zu jedem quasifreien x € g, einy € g_, , so daf3 (h, x, v) ein sl,-Tripel ist.

Bewers. Falls G keinen fasteinfachen Normalteiler vom Typ 4, mit
P | (r 4 1) enthilt, folgt das direkt aus (1.2): Da g, in der Lie-Algebra einer
maximalen unipotenten Untergruppe von G, enthalten ist, ist sicher g,, | s.
Im allgemeinen Fall kann man sich auf den Fall G = SL,, mit p | n beschrinken,
der trivial ist. Q.E.D.

Bemerkung. Daraus ergibt sich die folgende Version des Satzes von Morozov-
Jacobson, die allgemeiner als die iibliche ist: Sei G halbeinfach in guter Charak-
teristik # 2 und x € g nilpotent. Dann liBt sich x zu einem sl,-Tripel erginzen.
Das folgt aus (1.7)(1) und dem obigen Satz.
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Nun habe ich zwar sl,-Tripel konstruiert, aber die “‘klassische”” Methode, diese
anzuwenden, functioniert nur unter stirkeren Voraussetzungen iiber die
Charakteristik. Dennoch 146t sich mit einer modifizierten Methode einiges retten.
Ich starte mit der folgenden (wohlbekannten) Identitit.

LemMA. Fiir die Elemente h, x, y einer Lie-Algebra gelte [hx] = 2x und
[xy] = h. Dann gilt fiir jede ganze Zahli > 1:

[(ad x)?, ad y] = ¢(ad x)*2 o ad & + (s — 1)(ad x)*~L.

Beweis. Durch Induktion mit Hilfe der einfacheren Identitit [ad 4, (ad x)!] =
2i(ad x). Q.E.D.

(2.2) Sei wieder G halbeinfach, char 2 = p = 2 sei gut fiir G, und g sei
durch ein 0-1-Diagramm in G graduiert. Sei A eine dazu passende 0-¢g-EPU
und S = AG,,). Ich betrachte ein sl,-Tripel (, x, y) mit hes C g,, x € g, und
yeg_;. Es gilt [xg,] C g,,; und [yg,] C g;, fiir alle 7. Sei auBerdem m der
Maximalgrad der Graduierung, also g,, % 0, aber g, = 0 fiir £ > m. Anders
gesagt: m ist das Gewicht der héchsten Wurzel.

LEmMMA. Sei A :=adyocadx und g,;; := (ad x)(g;_;) fiir § = 0, also g;
wie folgt filtriert:

8: =G 2" 2852 " 2 8ims = (ad x)™H(g_p,).
Dann operiert A auf g;[q; ;.1 als (7 — 2¢)(7 + 1) id.

Beweis. Ein beliebiges Element von g;; hat die Form w = (ad x)/(z) mit
z € g;_; . Mit Lemma (2.1) folgt
Aw = ad y o (ad x)’1(2)
= (ad x'*1 o ad y(2) — (j + I)(ad x)’ o ad A(z) — j(j + 1)(ad x)/(2)
= w' + 2(j — 1)(j + D)(ad %)'(2) — j(j + 1)(ad %)’(2)
=w + =20+ Dw
mit &' = (ad x)"*1 o ad y(2) € g; j41 - Q.E.D.

Insbesondere operiert A auf g, und g_, als Dreiecksmatrix mit folgender
Eigenwert-Verteilung:

go: Fir j =0,..,m ist j(j + 1) Eigenwert der Vielfachheit dim g, —
dim gy, -

g:Fir j=0,..,m—1 ist (j+ 1)(j + 2) Eigenwert der Vielfachheit
dimg_, ; — dimg_, ;.
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Wenn A auf g_; (i > 0) injektiv ist, ist erst recht ad x dort injektiv. Es
interessiert also die Vielfachheit g; des Eigenwerts 0 von 4 auf g_, . Diese hingt
von der Charakteristik p ab und ist fiir p = 0:

q; = Z (dimg_; ; — dim 8i,i41)-

D|(i—29)(5+1)

Die beiden Zahlen

go = dim gp/[xg_,] + Z dim @y ;»—1/90,ip11 »

j=1

¢ = Z dim g 1.7‘:0—2/9—1,3‘1)

j=1

sind nicht unabhingig voneinander. Es ist nimlich gy; = ad x(g_, ;_,), also
dim gy; = dim g ; ; — dim g, N g4, -

Durch Aufaddieren folgt

dim gy, 5p—4/80,ip+1 = Z dim g_; ;po/ g_1,5p —dimg, N gy,
1 j=1

M s

I

j
also
go = dim gy/[xg_,] + ¢; — dim g, N g_; = dim gy — dimg_, + ¢, .

Wir merken uns noch, daB8 die Vielfachheit des Eigenwerts 0 von A4 auf

[¥g_1] = go; gerade ¢, — dim g, N g, ist.

(2.3) Sarz. Sei G halbeinfach in guter Charakteristik p + 2, und g besitze ein
G-Skalarprodukt. Sei (G, , ;) ein 0-1-Modul in G und s die Lie-Algebra einer
dazu passenden EPU. Sei m der maximale Grad der zugehirigen Graduierung und
d; = dim g; . Dann gilt fiir x € g,:

(i) Istp = Ooder =m + 2und gy, | s,soist G, - x die dichte Bahning, .
(1) Ist x quasifrei, so ist dy = d, fiir p = Ound d,_, > d, — d, fiir p + 0.

Beweis. In beiden Fillen ist x zu einem sly-Tripel (h, x, ¥) erginzbar, und
Ker(ad x) = g, C Ker 4 mit A = ad y o ad x.

(i) In (2.2)ist ¢, = 0, also A4 auf g_; injektiv. Daher ist g, N g_, = 0.
Aus (1.2)(ii) folgt
d, = dim g_;, = dim[xg_,] = dim[xg,],

also [gox] = g, und dim gy, = dy, — d; . Daher ist G, - x die dichte Bahn.
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(i) Nach dem folgenden Lemma kann die Dimension von g, hochstens
gleich der Vielfachheit des Eigenwerts 0 von 4 auf [xg_,] sein. Aus der SchiuB3-
bemerkung von (2.2) folgt

(a) firp = 0: dim gy, = 0, also dy, = d,;

(b) fir p # 0: dy — d; < dim gy, < dim gy, + dimg, Ng,; < ¢ <
dim g—l,p-'2 < dim g—ﬂ)’i‘l = dp-—l . Q-E-D.

Lemma. Ist GY, unipotent, so gilt:

(1) 8oz C [x84]-
(i) dim gy, + dimg,Ng,; < ¢, .
(iii) dim gy, = dim g, N g4 + (dp — dy).
Beweis. (i) G, ist in einer maximalen unipotenten Unterpruppe von G,

enthalten, g, also in deren Lie-Algebra u, . Da diese zu sich selbst orthogonal
ist, folgt mit (1.2)(i)

80, S Mo Cug N g, C a5, 0 8y = [¥3_,]-

(ii) Schlu8bemerkung in (2.2).
(iii) Nach (1.2)(ii) ist

d, — dim g, N g_; = dy — dim gy, . Q.E.D.

(2.4) LemMAa. Unter der Voraussetzung von (2.3) sei (G, , ;) ein 0-1-Modul
in G. Es gebe ein sly-Tripel (h, x, y)mit he gy, x€ g, und y € §_, . Dann gilt:
(i) Istp=5undm < 8,s0istq =dy —dy.
(i) Istp =Tundm < 14,50ist q = dg — dg + dy3 .
(i) Istp = 11 und m <-14, so ist ¢, = dyy — d, -

Beweis. Das liBt sich aus der Eigenwert-Verteilung von 4 in (2.2) ablesen.
Als Beispiel wird (i) durchgefiihrt: Dann ist ¢, = dim g _, 5/g_; 5 . Auf g_¢, und
g_s.; ist A injektiv. Daher ist dim g_, , = dg . Ebenso ist A auf g_4 ¢/g_4,2 , auf
8-3.1/8_33 und auf g_, ,/g , 4 injektiv. Daher ist

gy =dimg ,3/g ;5 = dimg_4/g_4,, = dy — dg . Q.E.D.

KoroLLAR. Ist p =7, m < 12 und dy — dy < dy — d,, so gibt es kein
quasifreies x € g, .

Beweis. Aus dem Lemma hier und dem Lemma in (2.3) folgt fiir unipotentes
G
dy — d, < dim g, < ¢y = dg — dg, Widerspruch. Q.E.D.
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(2.5) Zusitzlich zu den elementaren Kriterien, die in [9] gesammelt worden
sind, gebe ich noch zwei weitere Kriterien an. Diese erfordern einige Vorberei-
tungen. Ich beginne mit einem Satz und dazugehérigen Lemma, die (in Charak-
teristik O fiir zusammenhingende Gruppen) von Pysasetskii [10] stammen und
im allgemeinen Fall genauso bewiesen werden.

LemMA.  Sei G eine affine algebraische Gruppe und V ein G-Modul mit diim V —
n. Dann ist die Menge

M= MG,V):={(x,u)e V x V*|g-xC Keru}

abgeschlossen und G-stabil in V X V* mit n < dim M < 2n. Auferdem sind
Jolgende Aussagen dquivalent:

() G operiert separabel auf V und hat dort nur endlich viele Bahnen.
(i) dim M = n.

SaTz.  Set G eine affine algebraische Gruppe und V ein G-Modul, und zwar
operiere G auf V separabel mit nur endlich vielen Bahnen. Dann operiert G auf V*
ebenfalls separabel mit derselben Anzahl von Bahnen.

Der nichste Satz stammt im wesentlichen von Kac und Vergne [8, 2.11]. Fiir
eine algebraische Gruppe G, eine G-Varietit X und einen Torus S C G sei
d(S, X) die Anzahl der Bahnen, fiir die .S zu einem maximalen Torus des
Stabilisators konjugiert ist.

Satz.  Unter denselben Voraussetzungen gilt d(S, V) = d(S, V*) fiir jeden
Torus S C G.

KOROLLAR.  Sei G eine affine algebraische Gruppe und V und W zwei G-Moduln.
G operiere auf V' D W separabel mit endlich vielen Baknen. Dann ist die Anzahl
der quasifreien Bahnen in den G-Moduln V@ W und V @ W dieselbe.

Die Anwendung dieses Ergebnisses auf 0-1-Moduln soll zuniichst an einem
Beispiel demonstriert werden.

BEISPIEL.

0-1-0-0-1
| in Eg.
1

Die Zahl der quasifreien Bahnen indert sich nicht, wenn man G, durch eine
endliche Uberlagerung ersetzt, etwa durch G,.2 X SL, X SL; in diesem Bei-
spiel. Auch die obigen Aussagen bleiben erhalten, obwohl die Separabilitiit
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méglicherweise verloren geht. Es ist g, = M, ; @ M;; ® M, 3 und die
Operation wird beschrieben durch

(d,e,f, A,B) - (X, Y, Z) = (dAXB™, eBY, fZB™),

vergleiche [9, (2.5)]. Setzt man V =M,; @ M;,; und W =M, ;, so ist
V @ W>’< - M2’3 @ M3.1 @ M3'1 mit der Operation

(d,e,f, A,B) - (X, Y, Z) = (dAXB™, eBY, BZ[f).
Es handelt sich also hier um den 0-1-Modul

0-1-0-0-1
|  in Dg.
1

Da dieser nicht ausgezeichnet und (E) fiir Dg in (1.8) bewiesen ist, kommen
quasifreie Bahnen bei beiden Aktionen nicht vor.

Allgemein funktioniert dieser SchluB, wenn es ein Teildiagram der Form
0.1 (!n
0- T -0-1-0- T, -0

gibt, so daB alle Verbindungslinien zum iibrigen Teil des Diagramms von I%
ausgehen und zu Einsen fithren. Dann wird das Diagramm ersetzt durch

oy

0% -+ 0%1-0- - -0,

wobei der Rest des Diagramms erhalten bleibt. Falls dabei Diagramme vom
Typ A, mit p | (r + 1) auftreten, hilft man sich wie iiblich durch Riickzug
auf GL,,; .

(2.6) Das letzte Kriterium schlieBlich hingt zusammen mit den “Spiege-
lungs-Funktoren,” vergleiche [8,2.3], ist von [15, Lemma 1] inspiriert und
verallgemeinert [9, (2.5)].

Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von SL, . Dann operiert G :=
GL,, X H auf M,, ,, in natiirlicher Weise. Welche quasifreien Bahnen kénnen
dabei vorkommen ? Im Falle m > n gibt es keine [9, (2.5)]. Sei also 0.B.d.A.
m < n Dannist fir0 </ << m

Z,:={XeM,. | Rang X =1}

eine lokal abgeschlossene, G-stabile Menge. Die Uberlegung in [9, (2.5)] zeigt,
daB es in Z, mit I < m keine quasifreien Elemente gibt. Daher ist nur noch Z,,
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zu untersuchen. Wie in [15] betrachtet man dazu die Aktion von G’ :— F X
GL, ., auf M,,,, ,, und von H auf der Grassmann-Varietit Gr,_n(W) und
beweist:

Sarz. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) G hat in M,,, ,, eine quasifreie Bahn.
(i) H hat in Gr,_,, eine quasifreie Bahn.

(i) G’ hat in M, ,,_,, eine quasifreie Bahn.

Ist eine der Bahnen gegeben, so kinnen die beiden anderen so gefunden werden,
daf alle drei Stabilisatoren isogen zueinander sind.

BEISPIELE. (1) 0-1 = 0-1inF, . Dieser 0-1-Modul wird beschrieben durch
die natiirliche Operation von GL, X SL; X G,, auf Hom(S2(k2), k%) @ k2 =
M, ; ®M,,, wobei der Faktor G,, auf dem Summanden M, , operiert. Sei
H die Projektion auf SL, des Stabilisators eines festen ¥ e M, ;,und G = GL, x
H. Dann wird G’ = H x GL, und operiert auf My, . Das bedeutet, daB das
Diagramm 1 = 0-1 in C, zu untersuchen ist. Es gibt also keine quasifreien
Elemente auBer in der dichten Bahn, wo der Stabilisator endlich ist.

1-0-0-0-1-0-1
(2) | in Eg .
0

Indem ich G, durch eine isogene Gruppe ersetze, kann ich diesen 0-1-Modul
durch die Operation von G,,2 x GL, X SL?auf M, , ® M, , @ M,,®M,,
beschreiben, die gegeben ist durch

(d,e,4,B,C)- (W, X, Y, Z)
= (dXA7, A(ey X + ¢,Y) B, A(cyy X + €2Y) B, eBZ),

wobei C' = (c;;). Mit Hilfe des Korollars in (2.5) ersetze ich M, , durch M,,.
Unser 0-1-Modul hat also genau dann eine quasifreie Bahn, wenn G,,2 x GL, x
SL,* eine in M,; ®M,, ®M,, ® M,,; hat. Sei H der Stabilisator eines
festen ZeM,, in G, 2 x SL,%. Bei geeigneter Interpretation der Operation
von H bzw. G,,2 X SL,? kann ich M,, ®M,, ® M, , durch M, ; ersetzen.
Der obige Satz reduziert dann die Suche nach quasifreien Behnen auf die
Operation von G = H X GL, = H x Gnpauf M, =M, , ® M,,®M,,.
Damit bin ich beim 0-1-Modul 1 0-1-0-1 gelandet. Da dieser keine quasi-
freien Bahnen hat, hat auch der urspriingliche keine.

Allgemein ist der Satz anwendbar auf 0-1-Diagramme 4, die die folgenden
Bedingungen erfiillen:
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(i) 4, besitzt eine Zusammenhangskomponente I" vom Type 4,_; .

(i) Alle Verbindungslinien von I" zu Knoten in 4, gehen von einem der
Endpunkte von I" aus.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so sei // die Summe der irreduziblen Bestand-
teile von g, , auf denen der I' entsprechende Normalteiler von G, nichttrivial
operiert. V hat dann die Dimension 7s mit s > 1. Ich sage zu dieser Situation:
A hat ein Teildiagramm vom Typ (4, r, s). Das im Beispiel geschilderte Verfahren
liefert dann im Falle r > s, daB es keine quasifreien Bahnen gibt. Falls 7 <
s < 2r, erhalten wir eine Reduktion auf ein Diagramm von kleinerem Rang; das
siecht im einzelnen so aus:

(a) Falls s = r, darf man I'" samt allen angrenzenden Einsen aus dem
Diagramm weglassen.

(b) Falls s = r + 1, darf man I" weglassen, siche die obigen Beispiele

(c) Fallss =7+ Imit2 <l <, darf man I"'um r — ! Nullen verkiirzen;
dabei wird das Korollar in (2.5) zweimal verwendet.

BEISPIELE.
0-0-1-0-0-0
(1) | mit r = s = 4 fiihrt auf das ‘‘ausgeartete” Diagramm 0-0
1
1-0-0-0-1-0-0 ' 1-0-0-1-0-0
(2) | mit r = 4, s = 7 fiihrt auf |
0 0

(2.7) Ich fasse nun die bisher gefundenen Kriterien zusammen. Ich sage:
Ein 0-1-Diagramm scheidet aus, wenn es im zugehérigen 0-1-Modul keinen
Stabilisator gibt, dessen Zusammenhangskomponente unipotent von positiver
Dimension ist. Das Ziel ist also zu zeigen, da8 simtliche 0-1-Diagramme
ausscheiden.

TuroreM. Sei G fasteinfach und die Chrakteristik p des Grundkirpers sei
gut fir G. Sei ein 0-1-Diagramm in G gegeben und m der Maximalgrad in der
zugehirigen Graduierung der Lie-Algebra g von G. Weiter sei d; = dim g; . Dann
scheidet das O-1-Diagramm aus, wenn wenigstens eines der folgenden Kriterien
erfiillt ist:

(1) Im Diagramm stofen zwei Einsen aneinander, und nach Entfernung der
Verbindungslinie zwischen ihnen scheidet wenigstens eines der beiden neu entstan-
denen Diagramme aus.
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(I1) G ist nicht vom Typ A, mit p | (r + 1), und es gilt eine der Bedingungen

(a) p=0.

(b p=3undm < p— 2.

() p=3undd, , <d,— d,.

(d) p=7,m<8unddy— dy < dy— d, .

(III)  Es gibt ein Teildiagramm vom Typ (4, r,s), und
(@) 7 >s, oder

(b) 7 <'s < 2r, und nach der in (2.6)(a) baw. (6) bzw. (c) beschriebenen
Abdnderung scheidet das neu entstandene Diagramm aus.

(IV)  Es gibt ein Teildiagramm der in (2.5) beschriebenen Form, und nach der
dort beschriebenen Abinderung scheidet das neu entstandene Diagramm aus.

(2.8) Zum Abschlu3 dieses Paragraphen wird noch die Eigenschaft (C)
aus (1.5) diskutiert. Es ergibt sich dabei ein Beweis des Klassifikationssatzes,
der eine leichte Modifikation des ‘‘klassischen” nach Dynkin, Kostant, Bala,
Carter und Vinberg ist: Erstens ist die Charakteristik-Voraussetzung etwas
abgeschwicht, zweitens ist der Beweis insofern etwas vereinfacht, als die diffizile
Untersuchung der Darstellubgen von sl, im Primzahl-Charakteristik durch die
Untersuchung der Abbildung A4 in (2.2) ersetzt ist. Dieser zweite Punkt ist in
Charakteristik 0 allerdings véllig unwesentlich, da der SchluB hier noch viel
einfacher ist.

Zuerst ein Lemma (wohlbekannt, aber nirgends explizit zu finden). Der
Beweis bleibt dem Leser iiberlassen.

LeMMA.  Sei G eine zusammenhingende affine algebraische Gruppe, X(G) ihre
Charaktergruppe, R = R(G) ihr Radikal und H die charakteristische Untergruppe
H = (G, G) - R,(G). Dann gilt:

(1) Der Einschrinkungs-Homomorphismus X(G) — X(R) ist ein Isomor-
phismus.
(i) G/H ist ein Torus.
(tii) X(H)1is trivial.

Satz.  Seien G und H wie im Lemma und V. ein fasthomogener G-Modul.
Die maximale Dimension der H-Bahnen sei dim V — r (also 0 < r < dim G/H).
Dann gibt es algebraisch unabhingige homogene relative G-Invarianten D1y Pr €
k(V] mit k[VH = k[ p, ,..., p,]; dabei sind die Nullstellenmengen Y; = V{( p,)
gerade die 1-codimensionalen Komponenten des Komplements der dichten G-Bahn.

Beweis. Sei G -x die dichte Bahn. Die I-codimensionalen irreduziblen
Komponenten Y, ,..., Y, der algebraischen Menge V' — G - x werden durch
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Primpolynome p, ,..., p, definiert. Da G zusammenhingend ist, sind die p;
relativ G-invariant. Nach [12, S.59/60] sind die p, algebraisch unabhingig und
homogen, und jede relative G-Invariante ist ein Monom in den p;. Da alle
Charaktere von G auf H verschwinden, sind die p; sogar H-invariant. Der
Torus G[H operiert diagonalisierbar auf dem Invariantenring £[V']¥ Daher hat
R[V]H eine Basis aus relativen G-Invarianten, also aus Monomen in den p; .
D.h, E[V]H = K[ p, ..., Ps]-

Die maximale Dimension von H-Bahnen ist dim V' — trdeg 2(V)¥ [11,
S. 407]. Also ist = trdeg k(V)¥. Da H charakterfrei und k[V] faktoriell ist, ist
k(V)H der Quotientenkérper von A[V]H. Also ist s = 7. Q.E.D.

Bemerkung. Liegt x in der dichten G-Bahn von V, so ist
r = dim G/H — dim G_/H,, .

Die rechte Seite dieser Gleichung ist niamlich gleich der Codimension der Bahn
H-xinG-x.

KoroLLAR 1. Die Anzahl der 1-codimensionalen G-Bahnen in V ist hochstens
gleich r. Sie ist gleich r, wenn G insgesamt nur endlich viele Bahnen hat.

Beweis. Der Abschluf3 jeder 1-codimensionalen Bahn mufB} eine der irre-
duziblen Komponenten Y sein. Q.E.D.

Dieses Korollar spielt im Paragraphen 3 eine Rolle. Ein weiteres Korollar
beschiftigt sich mit der Abbildung = = (p,,..., p,): V— k". Obwohl fiir
beliebiges G ihre Eigenschaften fast so gut sind, will ich nur eine Aussage fiir
reduktives G formulieren. In diesem Fall ist 77 eine “‘gute’ Quotienten-Abbildung
beziiglich H, d.h., 7 parametrisiert die abgeschlossenen H-Bahnen.

KoRroLLAR 2. Sei G reduktiv, also H halbeinfach. Sei G - x die dichte Bahn,
und H - y sei die abgeschlossene H-Bahn im Abschluf3 von H - x. Dann besteht jede
Faser von w in W := G - y aus genau einer (in V') abgeschlossenen H-Bahn der
Dimension dim W — r. Insbesondere ist dim G,/H, = dim G/H — r.

Beweis. Offenbar ist w: W — k" dominant. Q.E.D.

(2.9) Sarz. Sei G eine halbeinfache Gruppe in guter Charakteristik p + 2,
und g besitze ein G-Skalarprodukt. Sei (G, , ¢,) ein 0-1-Modul in G und m der
Maximalgrad der Graduierung von g durch das zugehiorige 0-1-Diagramm. Sei
p = Ooder = m + 2. Dann ist (C) erfiillt.

Beweis. Sei A eine passende 0-¢-EPU und S = X(G,,). Nach (1.2) l4Bt sich
ein xe g, mit Gy, C H := (G, , G,) zu einem sl,-Tripel erginzen mit hes
und yeg_,.Seia = kh @ kx @ ky.
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1. Variante (p = 0). Es ist G,, = Zg(kx) = Zg(kh @ kx) = Zg(a),
da die Invarianten einer Borel-Unteralgebra schon unter der ganzen Algebra a

invariant sind. Diese Gruppe ist nach dem zweiten Satz von Morozov-Jacobson
[6] reduktiv.

2. Variante (p = 0 oder > 2m + 2). Da (ad x)?m+l = (ad y)2m+l —
ist g ein vollreduzibler a-Modul [7, Theorem 1]. Die genauere Diskussion der
Aktion von a auf g wie in [13, S.237-239] zeigt, daB G,, = Zg(a); und diese
Gruppe ist reduktiv, weil ihre Lie-Algebra ein nicht-ausgearteter Unterraum
von ¢ ist.

3. Variante (p = 0 oder > m + 2). Aus (2.3)(i) sehen wir, daB3 G, - x
die dichte Bahn in g, ist. Sei H -y die abgeschlossene H-Bahn im Abschluf3
von H - x. Nach dem Korollar 2 in (2.7) ist dim G,,/H, = dim G,/H, = 0,
also Gg, C H. Nach (2.3)(i) ist auch G, -y die dichte' Bahn in g, - Also ist
Go'x=Gy yund H- x =H-y abgeschlossen, also G§, = H,® reduktiv.

Q.E.D.

Fiir welche Gruppen ist auf diese einfache Weise (E) bewiesen? Das kann
man aus der vorletzten Spalte der Tabelle in (2.10) entnehmen. Im Satz ist der
Fall, da G einen Normalteiler vom Typ A, mit ? | (r + 1) hat, ausgenommen.
Siehe dazu die SchluBbemerkung in (2.10).

(2.10) Es wird sich herausstellen, daB einige 0-1-Diagramme nicht den
Kriterien (I)«(IV) unterliegen. Bei diesen gelten fiir m folgende obere Grenzen:
Eg:5, E, :6, Eg:11.

Wiirde man nur die unmittelbar verifizierbaren Kriterien (I) und (IIa/b) an-
wenden, so wiren dies die Grenzen:

F,und E; : 6, E,:9, E; : 15.

Das ergibt die folgende Tabelle von Primzahl-Charakteristiken.

4, — — <24 [i%l—] <4l +1
B,(I>2)

cusy 2 2 <2 <8/—3
D(>4 2 2 <+ <8 — 11
G, 2,3 2,3 2,3 <19

F, 2,3 2,3 <7 <43

E, 2,3 2,35 <7 <43

E, 2,3 <7 <7 <67

E, 2,3,5 <l <13 <113
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In Spalte 2 stehen die schlechten Charakteristiken, in Spalte 3 die, die bei
Anwendung von (1.8) und (I)~(IV) iibrig bleiben [in Spalte 4 die von (I) und
(IIa/b) ausgelassenen. In der letzten Spalte schlieBlich stehen die, die nicht
sehr gut sind; fiir diese funktionierte die Methode von Dynkin, Kostant, Bala,
Carter und Vinberg nicht.

Eine Anmerkung zur vierten Spalte bei A, ist noch angebracht: Dort miiite
wegen der Forderung nach einem G-Skalarprodukt auf g noch der Fall p =
I + 1 ausgeschlossen werden. Man behilft sich wieder, indem man GL, statt
SL, betrachtet. Dort kann man nach kurzer Uberlegung (2.3)(i) anwenden.

3. Der Bewers von (E)

In diesem Paragraphen will ich feststellen, wie weit die Kriterien aus (2.7)
bei den Ausnahmegruppen tragen. Dabei werden 11 Diagramme iibrig bleiben,
die leicht explizit behandelt werden kénnen. Da dieses Verfahren nicht besonders
elegant ist, verweise ich noch einmal auf die Tabelle in (2.10): Aus ihr kann
man ablesen, unter welchen Einschrinkungen der Charakteristik diese explizite
Rechnung vermieden wird.

(3.1) G = G, mit p 5 2,3. Nach Kriterium (I) sind nur noch die 0-1-
Diagramme

1<0 und 0«1

zu untersuchen. Diese beiden Diagramme werden von (IIa/b) erledigt, weil die
Koeffizienten der héchsten Wurzel durch 3 < 2 gegeben sind (in naheliegender
Kurzschreibweise).

(3.2) G =F, mit p # 2,3. Die Koeffizienten der héchsten Wurzel sind
2-4 < 3-2. Fiir Diagramme ohne benachbarte Einsen (Kriterium (1)) ist m < 3
(Kriterium (IIa/b)) auBler in den 4 Fillen

0-1 <= 0-0, 0-1 <= 0-1, 1-0 <= 0-1, 1-0 <= 1-0.

Die ersten beiden definieren die gleichen 0-1-Moduln wie die Diagramme
0-1-0-0 und 0-1-0-1 in A, und scheiden daher aus. Im dritten Diagramm
istm =4, dy = 12, d, =9, d; = 1; also kommt (ITa/c) zum Zuge. Das letzte
Diagramm wird von (IIIb) erledigt, siehe das erste Beispiel in (2.6).

(3.3) G = E,; mit p # 2,3. Die Koefizienten der héchsten Wurzel sind

1-2-3-2-1
|
2
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Daher gibt es 10 Diagramme ohne benachbarte schwarze Knoten mit m > 4,
nimlich die folgenden 7 und aulerdem 3 dazu symmetrische:

0-0-1-0-1  1-0-1-0-1  0-1-0-1-0  0-0-0-1-0
l y I b | ) i ’
0 0 0 1

1-0-0-1-0 0-1-0-1-0 1-0-0-0-1

I , [ |
1 1 1

Das Kriterium (III) erledigt das erste, dritte, vierte, fiinfte und sechste davon.
Beim siebten ist (Ila/c) anwendbar: m = 4, d, = 18, d; = 14, d, = 1. Das
zweite bleibt iibrig:
1-0-1-0-1
l (D).
0
(3.4) G = E, mit p # 2,3. Die Koeffizienten der hochsten Wurzel sind

1-2-3-4-3-2
l
2

Es gibt 27 Diagramme ohne benachbarte Einsen und mit m > 4. Die folgenden
16 werden vom Kriterium (ITI) erledigt:

0-0-0-1-0-0 0-1-0-1-0-0 0-0-0-1-0-1 0-0-1-0-1-0

o L | , L
0 0 0 0

0-0-1-0-00  0-00-0-10  0-0-1-0-10  0-0-1-0-0-1

o, o L (I
1 1 1 1

1-0-1-0-0-0  1-00-0-1-0  0-1-00-1-0  1-0-1-0-1-0
‘ b ! Y 1 ’ ! b

1 1 1 0

0-1-0-1-0-1  1-0-1-0-1-0  1-0-1-0-0-1  1-0-0-1-0-1
‘ ’ | b | ’ | ?
0 1 I 0

wobei das letzte vom noch nicht ausgeschiedenen Diagramm (1) abhingt. Weitere
2 schafft das Kriterium (IV):

0-0-0-0-0-1  0-1-0-0-0-0

o, I
1 1
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AuBerdem unterliegen noch 4 dem Kriterium (IIa/c):

1-0-0-0-1-0
| : m =4, dy = 29, d, = 25, dy, = 2,
0
0-1-0-0-0-1
‘ m:4, d0:33, d1—24, d4:1,
0
1-0-0-0-0-1
l m =35, dy = 217, d, = 20, d, =5;
1
1-0-1-0-0-0
| : m = 4, dy = 29, d, = 22, dy, = 5.
0
Folgende 5 Stiick bleiben iibrig:
1-0-0-1-0-0 0-1-0-0-1-0 0-0-1-0-0-1
I (), | 3)s | (4),
0 0 0
1-0-1-0-0-1 0-1-0-0-0-1
| (%) I (6)-
0 1
(3.5) G = Eg mit p +# 2, 3, 5. Die Koeflizienten der héchsten Wurzel sind
2-34-5-6-4-2
|
3

Es gibt 46 Diagramme ohne benachbarte Einsen und mit m > 6. Die folgenden
33 werden vom Kriterium (III) erledigt:

0-0-0-0-1-0-1  0-0-1-0-1-00  0-0-1-0-1-0-1

L I b
0 0 0

0-0-0-1-0-1-0  0-0-0-1-0-1-0  0-0-1-0-0-1-0
| , | ; I ;
0 1 1

0-1-0-1-0-1-0  0-1-0-1-0-1-0  1-0-0-1-0-1-0

Lo A ¥ :
0 1 1
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0-0-0-1-0-0-0  0-1-0-1-0-0-0  0-1-0-1-0-0-0
| s | ’ I ’
1 0 1

0-0-0-1-0-0-1  0-1-0-1-0-0-1  0-1-0-1-0-0-1
| ’ l . I s

1 0 1

0-0-0-0-0-1-0 1-0-0-0-0-1-0 1-0-0-1-0-0-0

o o I
1 1 1

1-0-0-1-0-0-1  0-0-1-0-0-0-0  0-0-0-0-1-0-0
| ’ | b I >

1 1 0

0-1-0-0-0-1-0  1-0-0-0-1-0-1  0-1-0-0-1-0-0
] b I b I 3
1 0 0

0-1-0-0-1-0-1  1-0-1-0-1-0-0  0-0-1-0-0-1-0

L I ] ,

0 0 0

1-0-0-1-0-1-0  1-0-1-0-0-1-0  0-0-0-1-0-0-1

[ ) I ) [ b
0 1 0

0-0-1-0-0-0-1  1-0-1-0-1-0-1  1-0-0-0-1-0-0
| ) I , l ,
1 0 0

wobei die beiden letzten noch von (1) bzw. (2) abh'é'ngen.

1-0-1-0-0-0-0

1
1

unterliegt dem Kriterium (IV). Auf weitere 5 Fille liBt sich das Kriterium
(IIa/c):anwenden:

1-0-0-0-0-1-0
l: m=6, dy=40, d =36 d =1,
0
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1-0-1-0-0-0-0
| : m = 6, dy, = 50, d, = 34, dg = 1;
0

0-0-1-0-0-0-1
| : m = 6, d, = 38, d, = 32, dg = 3;
0

0-1-0-0-0-0-0
l : m =6, d, = 40, d, = 32, dg = 2;
1

1-0-0-0-0-0-1
| : m="1, d, = 38, d, =27, dg = 6.
1

Mit (IIa/b) fiir p % 7 und (1Id) fiir p = 7 scheiden aus:

1-0-1-0-0-0-1
I . m:8’ d0:34’ dl:267 d6:8) dszl;
0 .

0-1-0-0-0-0-1
|+ m=8, dy=230, d=25 dy=06, dy=2.
1

Damit bleiben folgende 5 Diagramme iibrig:

0-1-0-0-0-1-0 1-0-0-1-0-0-0

| (7), l (8),

0 0
1-0-1-0-0-1-0 1-0-0-1-0-0-1

l 9), I (10),

0 0
1-0-1-0-0-0-1

| (11).

1

(3.6) Die iibrigen 11 Diagramme werden durch explizite Rechnung be-
handelt. Diese ist natiirlich etwas langwierig (und langweilig), aber elementar:
Bei den zugehorigen 0-1-Moduln handelt es sich stets um einfach zu beschrei-
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bende Darstellungen von reduktiven Gruppen, deren simtliche fasteinfache
Normalteiler vom Typ A4, sind. Ich will diese Rechnungen hier nicht wieder-
geben, aber die wesentlichen Tricks und Methoden aufzihlen.

(1) Die Codimension einer quasifreien Bahn ist beschrinkt; ich will das
an einem Beispiel erldutern. Beim Diagramm (11) ist m = 11, und die Dimen-
sionen d, bis d;; sind der Reihe nach: 22, 20, 18, 18, 14, 13, 10, 8, 5, 4, 2, 1.
Nach dem Kriterium (IIa/b) scheidet das Diagramm aus, auler wenn p = 7
oder p = 11. Wenn es ein quasifreies x € g, gibt, muf3 nach (2.4) gelten ¢; = 2
fiir p = 11 und ¢, = 5 fiir p = 7. Also ist nach dem Lemma in (2.3) auf jeden
Fall

dim gy, + dimg,Ng_; <5,
dim gy, =2 + dimg, N g, .

Das geht nur, wenn dim G, <{ 3, d.h., wenn die Bahn G, - x hochstens 1-
codimensional ist. Der gleiche SchluB} liefert, daf3 bei (4) nur die dichte Bahn und
bei (3), (6), (7), (8), (9), (10) und (11) nur die Bahnen bis zur Codimension 1
zu untersuchen sind.

In allen diesen Fillen kann ich die fraglichen Bahnen explizit angeben und
ihren Stabilisator berechnen; die Zahl der 1-codimensionalen Bahnen ist dabei
nach dem Korollar 1 in (2.8) durch den Stabilisator der dichten Bahn festgelegt.

(2) Falls das Diagramm mehrere Einsen enthilt, kann ich einen irredu-
ziblen Summanden von g, weglassen und erhalte einen 0-1-Modul in halb-
einfachen Teil einer echten Levi-Typ-Untergruppe. Dort kann ich die Vinberg-
Klassifikation anwenden; ich muf3 nur (E) fiir diese Untergruppe schon bewiesen
haben. Fiir die klassischen Gruppen berufe ich mich dabei auf (1.8). Dieses
Verfahren wird angewendet auf die Diagramme (2) und (5).

(3) Es sind nur Bahnen von Elementen zu untersuchen, die in der Zerle-
gung von g, in die (eindimensionalen) Gewichtsriume mindestens Rang G
Koordinaten ## 0 haben. In Verbindung mit Methode 2 findet man bei (5)
leicht in jeder Bahn ein Element, das gegen diese Bedingung verstéft. Das
gleiche gilt fiir die (ausgezeichneten) Diagramme (1) und (2) auBerhalb der
dichten Bahn.

Bei all den zu untersuchenden Bahnen findet sich im Stabilisator, sofern er
nicht endlich ist, ein mindestens eindimensionaler Torus. Dadurch wird das
Theorem (1.5) bewiesen: hede halbeinfache Gruppe in guter Charakteristik hat
die Eigenschaft (E).

(3.7) Was kann man in schlechter Charakteristik sagen ? DaB3 die Zahl der
nilpotenten Klassen endlich ist, ging in guter Charakteristik im wesentlichen
nur in die Aussage ein, daf3 jede nilpotente Bahn ein Kegel ist, d.h., mit jedem
Element x die ganze punktierte Gerade k<x enthilt. Ferner hingen einige der



398 KLAUS POMMERENING

Kreitrien gegen quasifreie Bahnen in 0-1-Moduln nicht oder nicht wesentlich
von der Charakteristik ab. Daraus leitet man z.B. fast ohne zusitzlichen Aufwand
her: Die Bala-Carter-Klassifikation gilt in E; auch in Charakteristik 2 und 3
fiir diejenigen nilpotenten Bahnen, die Kegel sind.

LITERATUR

1. P. BarLa aND R. W. CARTER, Classes of unipotent elements in simple algebraic groups,
I, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 19 (1976), 401-425.

2. P. Bara anD R. W. CARTER, Classes of unipotent elements in simple algebraic groups,
II, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 80 (1976), 1-18.

3. V. Gart1 anp E. VINIBERGHI, Spinors of 13-dimensional space, Advances in Math.
30 (1978), 137-155.

4. W. HESSELINK, Polarizations in the classical groups, Math. Z. 160 (1978), 217-234.

5. W. HesseLINK, Nilpotency in classical groups over a field of characteristic 2, Math.
Z. 166 (1979), 165-181.

6. N. JacossoN, Completely reducible Lie algebras of linear transformations, Proc.
Amer. Math. Soc. 2 (1951), 105-113.

7. N. JacoBsoN, A note on three dimensional simple Lie algebras, J. Math. Mech.
7 (1958), 828-831.

8. V. G. Kac, Infinite root systems, representations of graphs and invariant theory,
Invent. Math. 56 (1980), 57-92.

9. K. PoMMERENING, Uber die unipotenten Klassen reduktiver Gruppen, J. Algebra
49 (1977), 525-536.

10. V. S. Pvaserskil, Linear Lie groups acting with finitely many orbits, Functional
Anal. Appl. 9 (1975), 351-353.

11. M. ROSENLICHT, Some basic theorems on algebraic groups, Amer. J. Math. 18 (1956),
401-443.

12. M. Sato anp T. KiMmura, A classification of irreducible prehomogeneous vector
spaces and their relative invariants, Nagoya Math. J. 65 (1977), 1-155.

13. T. A. SPRINGER AND R. STEINBERG, Conjugacy classes, in “Seminar on Algebraic
Groups and Related Finite Groups” (A. Borel et al., Eds.) Springer-Verlag, Berlin/
Heidelberg/New York, 1970.

14. E. B. VINBERG, On the classification of the nilpotent elements of graded Lie algebras,
Soviet Math. Dokl. 16 (1975), 1517-1520.

15. A. G. ELasHVILI, Stationary subalgebras of points of the common state for irreducible
linear Lie groups, Functional Anal. Appl. 6 (1972), 139-148.

Printed by the St. Catherine Press Ltd., Tempelhof 37, Bruges, Belgium



