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BEZETCHNUNGEN TND KONVENTIONEN

[m} Ende eines Leweises

N= {0, 1,2, ...}, N, = {m, m+1, m+2, ...}
P4 Teilmenge bzw., echte Teilmenge

lM identische Abbildung auf der lMenge M

£{4], f—1[N] Bild bzw. Urhild einer lienge M bzw. N un-
ter der Abhbildung f

T&p’q(K) Menge der (p,q)-Matrizen iiber dem Korper K

1 (r,r)-Einheitsmatrix

X zur Matrix Y transponierte Matrix

t X Spur dar Matrix oder linearer Abbildung X

X>0 Die hermitesche hatrix oder Abbildung X ist posi-

tiv-definit

Zm = Z/mZ zyklische Gruppe der Ordnung m
U(1) = {zeC| zz = 1} Rand des komplexen Einheitskrei-
ses

JEEN M° abgeschlossene Hiille bzw. offener Kern der Teil-

menge M eines topologischen Raumes

Bel einer assoziativen Algebra A mit 1 iiber einem Kbrper
K wird stets identifiziert K< A. Bei Jordan-Algebren
heiflt das Kinselement stets e. Lie-Gruppen werden mit
groBen lateinischen Buchstaben G, ... , GL(n,¢), SO(n,R),
... , die zugehtrigen Lie-Algebren (meistens) mit den
entsprechenden kleinen deutschen Buchstaben Oy e

of(n,t), 4o(n,kR), ... Dbezeichnet.

Alle weiteren Bezeichnungen und Konventionen sind Stan-
dard.



0. EINLEITUNG

Diese Arbeit ist die noch fehlende Erginzung zu [3]. In
23] hat E.Gottschling das Problem der Bestimmung aller
Spiegelungen in bheschrédnkten symmetrischen Gebieten voll-
stidndig geldst his auf die Fdlle der beiden irreduziblen
Ausnahmegehiete der Dimension 16 und 27. Das Ergebnis

der vorliegenden Arbheit ist:

Die beiden irreduziblen beschrénkten symmetrischen

Ausnahmegebiete besitzen keine Spiegelungen.

In Kapitel I wird das 16-dimensionale Gebiet mit Hilfe
der kanonischen Realisierung nach M.Ise behandelt. Haupt-
hilfsmittel ist dabei ein Satz von M.Ise und T.Yokonuma
Uber die Automorphismengruppe der kanonischen Kealisie-

rung eines beschrédnkten symmetrischen Gebiets.

Kapitel II gibt eine allgemeine Theorie fiir die Spiege-
lungen der beschrénkten symmetrischen Gebiete vom Kegel-
Typ (die analytisch isomorph zu Siegelschen Halbriumen
1.Art sind und zu denen das 27-dimensionale Ausnahmege-
biet gehdrt) mit Hilfe des von U.Hirzebruch gefundenen
Zusammenhangs dieser Gebiete mit den formal-reellen Jor-
dan-Algebren. Das Kapitel ist in sich abhgeschlossen und
ergibt von [3] unabhingige Beweise der dortigen Ergebnis-

se, eingeschridnkt auf die hier hetrachteten uebiete.

Ohne weiteren Verweis werden in dieser Arbeit die Anfangs-
griinde der Funktionentheorie in mehreren Verdnderlichen
und der Theorie der Lie-Gruppen beniitzt. Alles darlber
Hinausgehende ist mit Literaturverweisen versehen. Die
wichtigsten Tatsachen iiber beschrédnkte symmetrische Ge-
biete, Spiegelungen und Jordan-Algebren werden in den

folgenden Paragraphen dieser Einleitung zusammengestellt.



Ich danke Herrn Professor Gottschling filir die Anregung

zu dieser Arbeit und fiir manchen wertvollen Kat.

§1. BESCHRANKTE SYMMETRISCHE GEBIETE

Pir einen (komplex-) analytischen kaum M sei (M) stets

die Gruppe der analytischen Automorphismen von M.

DEFINITION 1: (i) Ein beschrédnktes Gebiet M in einem end-
lich-dimensionalen komplexen Vektorraum V £+ O heif3t sym-
metrisch, wenn es zu jedem Punkt zell eine Abbildung w¢€
O(M) mit o = 1
hat.

i gibt, die z als isolierten Fixpunkt

(ii) Ein Gebiet M CV heiflt reduzibel, wenn es analytisch
isomorph zu einem cartesischen Produkt M1'><M2 zweler Ge-
biete der Dimension 2> 1 ist; andernfalls heif3lt M irredu-
zibel.

ANMERKUNG: Ein beschridnktes symmetrisches Gebiet ist
stets homogen, d.h., L2(li) operiert transitiv auf N
(4], s.170).

Jedes beschrdnkte symmetrische Gebiet M ist analytisch
isomorph zu einem Produkt irreduzibler beschrédnkter sym-

metrischer Gebiete,

R

M= M ... x Mg,

wobel die Mi bis auf die Keihenfolge und bis auf analy-

tische Isomorphie eindeutig bestimmt sind.

Ist M ein Gebiet mit 0€i, so hezeichne > (M) stets die
Stabilitdtsgruppe von O in (M), also



):(I‘.-‘I) 1= {SQLJGQ(I‘/{)? w(0) = Of .

DEFINITION 2: Wenn fiir ein beschrédnktes symmetrisches
Gebiet McV gilt:

(i)  OeMm,

(ii) M ist gleich (nicht nur analytisch isomorph) einem
cartesischen Produkt irreduzibler beschrénkter symmetri-

scher Gebiete,

(iii) (M) enthdlt alle Abbildungen zr—Az mit »€U(1)
(d.h., M ist ,kreisformig"),

(iv) alle Abbildungen in 2 (l) sind linear (d.h., X (i)
CGL(v) ),

so soll M ein Gebiet in Normalform genannt werden.

Jedes beschrénkte symmetrische Gebiet 188t sich durch

einen analytischen Isomorphismus in Normalform bringen
({31, 5.703/704).

Die irreduziblen beschrinkten symmetrischen Gebiete sind
von E.Cartan vollstdndig klassifiziert worden. Die fol-
gende Aufzdhlung gibt von jedem Isomorphietyp dieser Ge-
biete einen Vertreter in Normalform an, ndmlich die ,ka-
nonische Realisierung" im Sinne von [9], die fiir die Ty-

pen I - IV auf E.Cartan und C.L.Siegel zuriickgeht (vgl.
[3], $.606-698).

I. Fir beliebige p, qu1, p<q, ist

Mp;q = {zew&p,q(m)l 1, - 2%7 > 0}

ein irreduzibles beschrinktes symmetrisches Gebiet der

Dimension pq.
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IT. Sei rEFﬂB. Dann ist

o - AR -
T, t= {zemr’r(@); z' = -2, 1, - 27> 0}

ein irreduzibles beschrénktes symmetrisches Gebiet der
Dimension %~r-(r—1).
III. Fir reN, ist

o, t _ Lty
s, = {ze®m  (e)]z° =2, 1, -12"2>0]

ein irreduzibles beschrénktes symmetrisches Gebiet der

Dimension %-r-(r+1).

v, TFir neN.j ist

- 2
Ln 1= {ze@nl lztz|< 1, 2ztz < 1 + |th| }

ein irreduzibles beschrédnktes symmetrisches Gebiet der

Dimension n. Dabei ist L3 = S, und L4 =0, , (147, S.
9
352; in der dortigen Bezeichnungsweise 1ist L, =
BD I (p=n, g=2), S, = C I (n=2), M, ,= A III(p=q=2) ).
b

V. und VI, Die ,kanonischen" Modelle fiir das 16- bzw. 27-
dimensionale Ausnahmegebiet, R16 bzw. R27, sind erst
kiirzlich von M.Ise gefunden worden (s. etwa [9]). Da wir
ihre explizite Beschreibung nicht bendtigen und diese

doch recht kompliziert ist, wird sie hier nicht angegeben.

Bis auf die unter IV. angegebenen Isomorphien sind die

aufgezdhlten Gebiete paarweise nicht analytisch isomorph.

Die hiervon (zum Teil) verschiedene Realisierung der be-
schriankten symmetrischen Gebiete vom Kegel-Typ nach U.
Hirzebruch mit Hilfe von Jordan-Algebren wird in Kapitel

IT bendtigt und dort auch heschrieben.

Eine explizite Beschréibung der Automorphismengruppen
der Typen I - IV (in der kanonischen Ekealisierung) fin-

det man in [3] und ferner das Ergebnis:



(A) Ist M ein beschrinktes symmetrisches Gebiet,
k k
v ]
M= M1 X ees XN%
seine Zerlegung in irreduzible Gebiete mit kig 1 und
Mi ¥ M., fir 1 % j, S(ki) die volle symmetrische

Gruppeuder Permutationen der ki isomorphen Faktoren

S

M; als Untergruppe von £2(M), so gilt:
Das direkte Produkt der Gruppen S(ki)’
al ' » — ~ Al
S' o= b(k1)x... Xb(ks),

ist Untergruppe, das direkte Produkt
k

k
ar = Q) T x Lo x Q) ®
(mit der naheliegenden Identifikation) Normalteiler
von Su(M), und Q(IM) ist das semidirekte Produkt von

§2. SPIEGELUNGEN IN KOMPLEXEN MANNIGFALTIGKEITEN

DEFINITION 3: Sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit, ze€l,
cuEﬁl(M).(» heit Spiegelung in z, wenn gilt:

(1) w™ = 1, fiir ein me N

(ii) w(z) = z;

(1i1i) die Fixpunktmenge von w (die eine analytische Teil-

menge von M ist) hat in z die (komplexe) Codimension 1.

REMERKUNGIN: 1.) (iii) ist Hquivalent zu: Die (totale)
Ablei+ting De(z) von w in z, die ein linear2r Automorphis-
mus des Tangentialraums von M in z ist, hat genau einen
Eigenwert + 1. YWegen (i) ist Dw(z) sogar diagonalisier-

bar, und der Eigenwert # 1 ist eine m-te Einheitswurzel.
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Ist M ein Uebiet eines komplexen Vektorraums V, so trifft
das gleiche auf den Automorphismus von V zu mit dem De(z)

kanonisch identifiziert wird.

2.) Ist wef2(il) Spiegelung in z&l, wer(M) beliebig, so
ist <odﬂaomo—1 Spiegelung in»wo(z). Insbesondere geniigt
es, Spiegelungen bis auf Konjugation in L2(M) zu bestim-
men. Gibt es Spiegelungen und hat man diese nur bis auf

Konjugation bestimmt, so gehOrt zur vollstédndigen Kennt-
nis aller Spiegelungen von M auch die vollstidndige Kennt-

nis der Automorphismengruppe von M.

%3.) Ist M ein beschrinktes symmetrisches Gebiet in Nor-
malform, so genligt es nach 2. wegen der Transitivitit
von (M) sogar, die Spiegelungen (bis auf Konjugation)

in der linearen Gruppe Y (M) zu bestimmen.

In [3], 5.693/694, ist ausfiihrlich beschrieben, welche
Bedeutung die Spiegelungen einer komplexen Mannigfaltig-
keit haben: Der Quotient der Mannigfaltigkeit I nach ei-
ner diskontinuierlichen Gruppe von Automorphismen ist ein
komplexer Raum mit gewissen Eigenschaften. Die Kenntnis
der Spiegelungen von M gestattet eine genauere Untersu-
chung der Automorphismengruppe dieses komplexen Raumes
und eine Beschreibung seiner Singularitdten. Damit ist
das Problem motiviert, die Spiegelungen komplexer Mannig-
faltigkeiten zu bestimmen. Gottschling selbst beweilst
iiber die Spiegelungen der beschrédnkten symmetrischen Ge-

biete die folgenden S&tze:

(B) Sei M ein beschrédnktes symmetrisches Gebiet, zerlegt

wie in (A). Dann gilt:

Ist w€li(M) eine Spiegelung mit w&€l', so muB & auf



(

Al
v

allen Faktoren his auf eirnen die Identitdt und auf

diesem einen Faktor eine Spiegelung sein.

Ist wef)(M) eine Sviegelung mit wé¢ ', so miissen min-
destens zwei Faktoren die Dimension 1 haben (und so-

mit analytisch isomorph zur Einheitskreisscheibe M,| .
b

¢ ¢ sein), etwa dim My =1, k;2 2. wist dann  kon-
jugiert zu der Abbildung

t t
) F———>(Z2, Zis Zzy eees 2 )

(z1, Zpy Zzy o eee s Zp n

von M, wobei Z 4 und Z5 iiber M1 laufen. (Diese Abbil-

dung ist trivialerweise Spiegelung in Q(MM).)

Es gibt keine Spiegelungen in den Gehieten
M fiir %3<=p<£q oder 2 = p<aq,
bsQ

T fii >5 il > 3,
. r r=5, Sr fiir r>3

&s gibt Spiegelungen in den Gebieten M2 o M1 q fiir
b b

alle q¢ N,, S, und L fiir alle nE?ﬁB.

Jede Spiegelung in M ist konjugiert zu der Abbil-

2,2
dung

[Z11 %12 P11 %1y

\Z21 200 \Z12 Zo2,
Jede Spiegelung in M
Abbildungen

1,q ist konjugiert zu einer der
b

(Z1, Zoy eee g Zq)k—~——>()z1, Zoy eee s Zq)
mit einer beliebigen Einheitswurzel N 1.

Jede Spiegelung in S? ist konjugiert zu der Abbildung

(211 Z12) ( Zq9 ‘212)
Zq9o Zop =210 Zool -



Jede Spiegelung in Ln’ n=>3, ist konjugiert zu

(Zay Zroy eee 5 2 )trw—~s(—z y Zoy eee 5 Z )t
1 2 n 1 2 n
(Die angegebenen Abbildungen sind trivialerweise

Spiegelungen in L2(M).)

ANNMERKUNG: Die Aussage fiir L3 und L4 folgt trivialerwei-

se aus der Isomorphie L3 = 52 und L4 = M? 5 und dar-
-9

aus, daB3 es in diesen Gebhieten jeweils nur eine Konjuga-

tionsklasse von Spiegelungen giht. DaB die Gebiete L3

und L4

werden, liegt daran, daBl sie sich aus technischen Griin-

im Gegensatz zu [3] hier iiberhaupt aufgefiihrt
den besser in die Theorie von Kapitel II fiigen, s.3.44.

liit diesen beiden S&tzen sind die Spiegelungen aller be-
schréankten symmetrischen Gebiete bekannt, soweit sie
kein Ausnahmegebiet als Faktor enthalten. Die Ausnahme-

gebiete Ky¢ und R,, werden in (3] nicht behandelt.

§3., JORDAN-ALGEBREN

Obwohl viele der folgenden Aussagen auch allgemeiner gel-
ten, beschréanken wir uns von vornherein auf K = 1R oder
K = ¢ als Grundkdrper. AuBerdem werden nur kommutative

Jordan-Algebren betrachtet.

Sei also A stets eine (kommutative) Jordan-Algebra iiber
K. L(x)€ EndK(A) sei die Multiplikation mit x€A, also
L(x)y := xy. L(x) ist im allgemeinen nur linear, kein
Algebren-Homomorphismus. Weiter sei

P: AepEnd (A), P(x) := 2L(X)2 - L(x2)

y

%
die quadratische Darstellung.
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Die Jordan-Algebra A heift einfach, wenn sie keine nicht-
trivialen Ideale hat. A heiBt halbeinfach, wenn das (ge-
eignet zu definierende) Radikal von A Null ist ({11, s.
35). Jede halbeinfache Jordan-Algebra ist in eine direk-

te Summe von einfachen Idealen zerlegbar ([1], S$.55).

Eine Jordan-Algebra iiber R heiflt formal-reell, wenn

X2 + y2 =0 = x =y = 0,

Eine formal-reelle Jordan-Algebra ist stets halbeinfach
und hat ein Einselement e ( [1], S.319). Jede halbeinfa-
che komplexe Jordan-Algehra ist Komplexifizierung einer
formal-reellen Jordan-Algebra ( (1], 5.331) und hat somit
auch ein Einselement e. Die einfachen komplexen Jordan-
Algebren sind dabei gerade die Komplexifizierungen der

einfachen formal-reellen Jordan-Algebren.

Von jetzt an sind alle betrachteten Jordan-Algebren for-

mal-reell oder halbeinfach komplex.

Fiir ein Idempotent c€A (o0.B.d.A. stets c *0e) hat L(c)
1

E’
sierbar, und die Zerlegung in die zugehOrigen Eigenr&dume,

héchstens die Eigenwerte O, 1. L(c) ist diagonali-

¥

A=A (c) @ a,lc)eac), A,(c):= {xeA | ex vx31

fiir v=0, 5 1,

heiBt die Peirce-Zerlegung von A beziiglich ¢ (1}, S. 47-
50). Ao(c) und A1(c) sind Unteralgebren, die sich gegen-
seitig annullieren, A%(c) ist keine Unteralgebra, falls
es ¥ 0 ist. Ist A%(c) = 0, so sind Ao(c) und A1(c) sogar
Ideale, und die Peirce-Zerlegung gibt eine direkte Zer-
legung in diese. Inshesondere muR fiir einfaches A der
Summand_&h(c) ¥ 0 sein. Ist ¢ ein primitives Idempotent,
so ist A (c) = Ke (111; s.156, Satz 5.12; S.320, Lemma
3.3; 3.119, Satz 7.4; S.316, Abschnitt 1 von XI.§2).
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Flir ein vollstidndiges Orthogonalsystem von Idempotenten
oder vollstédndiges Orthonormalsystem {01, cen os}
+ ve. + Cc_ = e) gibt es

1 S
ebenfalls eine Peirce-Zerlegung

) Ais s
i<

wobei A.. = A1<Ci) und Aij = A%(o

(vollstindig heiBt dabei: c

i)fﬁ Aﬁﬁcj) fiir 1 * j.
Die zu dieser direkten Zerlegung gehbrigen Projektionen

sind

C,i = P(oi) und Lij 1= 4-L(ci)°L(cj) filr i*j
(M1, 5.239). Ist A einfach und sind alle c; primitiv,
so sind alle Aij ¥ 0 (M7, s.244, Satz 3.4).

Piir jedes x€A ist die von x erzeugte Unteralgebra K x]
eine kommutative assoziative Algebra mit e als Einsele-
ment (17, S$.141), hat also nur endlich viele primitive
Idempotente I die paarweise orthogonal sind
und ein vollstidndiges Orthonormalsystem von A bilden (in
A brauchen sie natiirlich nicht primitiv zu sein). x ist

dann eindeutig darstellbar als

s

X = (¢] + e e + - C
E‘l 1 ts’'s’

y seey % gerade die verschiedenen Eigenwerte
S

i
von L(x)iKi.X.W sind ( 17, $.22, Satz 4.2). Diese Larstel-

lung heifBlit die Minimal~erlegung von X.

a A eine formal-reelle oder halheinfache komplexe Jor-
dem-Algebra ist, hat jedes vollstdndige Orthogonalsystem
von primitiven Idempotenten dieselbe Liénge r; r heif3t der
Grad dieser Jordan-Algebra (17, $.120, $.3%28).

Fir uéA ist P(u) genau dann ein Algebra-Automorphismus
von A, wenn w = e (0, s. 157/158). Ist A einfach, und

sind 501, P NT édT, ceny dr} vollstdndige Orthonor-
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malsysteme, so gibt es ein Produkt W von Automorphismen
; i 2 . X
P(u) mit u° = e, so daB Wey, =d, fir 1 =1, ..., 1
(D1, s.273, und [7], S.343 und S.344).
Die Strukturgruppe T (A) von 4 ist die lienge der VWeGL(4),
fiir die es ein W¥eGL(A) gibt mit

P(Wx) = W-P(x)W"  fiir alle xeA.
Ist W Algebra-Automorphismus von A (das bedeutet insbeson-
dere We = e), so ist We U (A) mit wh = W_1; fiir invertier-
bares ycA ist P(y)e ["(a) mit P(y)ﬁt = P(y) (M, s.156,
S. 90/91).

§4. DIE EINFACHEN FORMAL-REELLEN UND KOMPLEXEN JORDAN-
ALGEBREN

Sei H die nicht-kommutative R-Algebra der Quaternionen,

0 die (weder kommutative noch assoziative) R-Algebra der

Oktonionen oder Cayley-Zahlen iber R, Hm und 0% ihre Kom-
plexifizierungen.

Sei r2 3 und

a) M;(K) ? " quadratischen r-reihi-

gen lMatrizen Uber K,

b) S_(K) » die K-Algebra der < symmetrischen quadra-

r
tischen r-reihigen Ma-
trizen iiber K,

c) Hr(C) ? hermiteschen quadrati-

schen r-reihigen Matri-
zen iliber der K-Algebra
C mit der kanonischen

Involution Xv-3X,
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wobei fiir X = R: C = €, H oder 0, fiir K = ¢: ¢ = H®

oder ®® einzusetzen ist, Jewelils mit der Multiplikation
1
Xy = §°(Xoy + yox),
wobel o das iibliche Matrizenprodukt bezeichnet.

sr(m), Hr(G) und Hr(ﬁ) sind einfache formal-reelle Jor-
dan- Algebren vom Grad r, H (0) ist eine solche vom Grad
3, M7 (m), S (m) und H (H ) sind einfache komplexe Jordan-
Algebren vom Grad r, H (® ) eine solche vom Grad 3. Das
Einselement ist Jewells die Binheitsmatrix. (11, $.331

und $.3%09).

Ferner definieren wir auf X fiir n >3 noch folgendermaBen
die Algebra [Kn,v,eTW

Sei K?x K - »K die nicht-ausgeartete symmetrische

Bilinearform

t t

H((X,]’ X2’ o o oy Xn) ] (y’]’ 3r2’ L | yn) )
= X,]y1 - X2y2 - eee = Xnyn
und e, = (1, 0, .., 0)t

in [Kn,u,eﬂ. durch

. Dann wird die Multiplikation

Xy = P(X’e»])'y + fk(y’e'])'x - ‘;‘L<X’y)‘°e

also
{ A Is
i“i ‘yw wa% + .;. +Xxnynﬁ
2 yz _ 1o F I % ,5?5
\Xn; \yn; _ . ¥1In * Y1%n J
erkléart. |K ,p, 1J ist eine X-Jordan-Algebra mit dem
Einselement €4 [E s My e‘T ist einfach formal-reell vom

Grad 2, [&n,p,eﬂ elnfaoh vom Grad 2. (E11, $.%3%1  und
S.309.) )



LiMMA 1: (i) Die Abbildungen

t t
(x1, Xps Koy eees Xn) vwwwé(x1, “Xpy Xy eee Xn)
t t
und (X1, Xpy eee Xn) yvvv>(x1, “Xpy eee —Xn)
sind Algebra-Automorphismen von EKn,p,e1’.
(ii) Die Elemente
11 t 1 1 t
c, = (5’ 5y Oy wen, 0) "~ und c, i= (E’ -5y 0y eeuy 0)
bilden ein vollstédndiges Orthonormalsystem in A = Kn,u,e1§.
Ist A = A11 &3] A12 D A13 die Peirce~Zerlegung beziliglich .
( % i - X -
1Cqs Cpiy SO 15: A11 = hc1, A22 Kc%, .
t | .
A12~ 2(0’ 0, X3’ ) Xl’l) IXB’ ...’Xn:K;’
und die beiden Automorphismen W aus (i) werden gerade
durch
We, = ¢,y WC, = Coy W] = + 1
1 2 2 1 iA12 A12
beschrieben.
Beweis: trivial mit 9 [

BEMERKUNG: Der zweite Automorphismus aus (i) ist die ka-

nonische Involution X+—>X von iKn,P,e1J (1], 5.193).
Mit den bisher aufgezdhlten Jordan-Algebren gilt:

SATZ 1 (Klassifikation der einfachen formal-reellen Jor-
dan-Algebren): Jede einfache formal-reelle Jordan-Algebra

vom Grad r ist isomorph zu einer der Algebren

(A) R (falls r = 1),

It

(8) T®%p,e,]  mit n>3 (falls r = 2),



() «) s.(m), )
P) Hr(@), } (falls r
y) H.(H)

D) H3<O) (falls r

SATZ 2 (Klassifikation der einfachen komplexen Jordan-

Algebren): Jede einfache komplexe Jordan-Algebra vom

Grad r ist isomorph zu einer der Algebren

(4) ¢ (falls r
rn 3 ,
(B) @ ,u,e1§ mit n23 (falls r
(¢) ~) sp(e),
) MY(c), (falls r
: r_t
2) Hr('zH )
(D) HB((D@) (falls r
(17, $.309)

KOROLLAR: Die in Satz 2 unter A, B, C«, CX

i
—
~—r

-

v
W
N

und D aufge-

fiihrten einfachen komplexen Jordan-Algebren sind die Kom-

plexifizierungen der unter dem gleichen Buchstaben in

Satz 1 aufgefiihrten einfachen formal-reellen Jordan-Al-

gebren. Ferner ist M;(C) isomorph zur Komplexifizierung

der formal-reellen Jordan-Algebra Hr(w).

(711, $.%%1)

Noch einige Bemerkungen zur ,Ausnahme-Algebra" HB(C) tiher

K =R bzw. T, wobel C = 0 bhzw. ®G



w v
Das Element iwm u; wird in der Form (f,ﬁ,?; U, V,w)
LVou < i

S 4

geschrieben (vgl. [1], S8.227; dort ist auch die Multi-

plikationsregel fiir diese Schreibweise angegeben). Durch

tr(g,n,g; W,V,W) 1= F+ @ 7

ist eine assoziative Linearform +tr: HB(C)w~m>K gegeben
([1], s.225).

Alle noch in dieser Arbeit vorkommenden Idempotente von

Jordan-Algehren sollen # e und ¥ (O sein.
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KAPITUL I. DIE SPIEGELUNGSFREIHBIT DES 16-DIMENSIONALEN
AUSNAHMEGEBIETS

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dalBl das Gebiet R16

keine Spiegelungen besitzt. Dabei gehen wir wie folgt vor:

Die bendtigten Ergebnisse von 9] werden in §2 aufgefihrt;
daraus wird in Anlehnung an den in i10} vorgezeichneten
Weg in §3 die Stabilitdtsgruppe E:(R16) berechnet.

Damit ist die sestimmung der Spiegelungen auf die Unter-
suchung der Halbspin-Darstellungen einer Spin-Gruppe zu-
riickgefiihrt. Alle zu dieser Untersuchung bendtigten Hilfs-

mittel sind in dem Buch ;2] von Chevalley zu finden; sie

werden in §1 zusammengestellt.

Der §4 enthidlt dann die Ausrechnung der Spiegelungsfrei-
heit.

§1. SPIN-GRUPPEN UND SPIN-DARSTELLUNGEN

sel K ein Korper der Charakteristik # 2, V ein n-dimensio-
naler K-Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten symmetri-
schen Bilinearform 6. Die zugehorige Clifford-Algebra

C(&) trdgt eine natiirliche Z,~-Graduierung c(e) =

¢T(g) ® ¢T(5); die Unteralgebra C'(s) heiBt die gerade
oder zweite Clifford-Algehra (i2:, 5.37).

V ist auf natiirliche Weise in C(s), und zwar in C (=),
eingebettet und erzeugt C(&) als K-Algebra mit 1: Sei

§x1, ey xn% eine K-Basis von Vj; fiir
L -
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<

—_

Tﬂ:§i1, ceey 1ot y eee, nt, i.< ... <1 sei

i
L 1 m’
Xy 8= K oeee X €eC(6), insbesondere Xy = 1. Dann ist

i, im
{XM |M ¢ {1, ...,n}} eine K-Basis von C(§), insbesonde-
H = 4 - -
re ist dim,C(6) = o™ (27, 5. 38-40). Die xy Wit
0 (mod 2) bilden eine K-Basis von C (&), die mit

1 (mod 2) eine K-Basis von C (&) (fel, s. 41/42).

m

it

m

I}

Piir eine Einheit s€C(&) sei ¥(s) der innere Automorphis-
mus  xi—ssxs_ | von ¢(&). Die Clifford-Gruppe [ (&) ist
die iMenge der Einheiten sc<C(e) mit X(s)[V] ¢ V. X in-
duziert somit die ,Vektor-Darstellung"

Xi T(G)-20(E), s X(s)] s

in die orthogonale Gruppe von V beziiglich & (2], 5.49).
Die gerade oder spezielle Clifford-Gruppe ist [~ 7(5):

= (@) ~nC(B); es ist XM 7(s)] =s0(s) (2],5.51).
C(6) tragt den ,Haupt-Antiautomorphismus" o mit « .y = 1y
u%d_ ANy eee ¥y) =V, .. ¥y flr oy, e Y eV

( 2., 5.38). ©Pir sel"7 (&) ist w(s) s €K & C(s); wir
erhalten so den ,Norm-Homomorphismus"

N: TF(6) KX, sv- =(s)es
(727, 8.52; dort » statt N). Xs ist Spin(s) := ker N
die Spin-Gruppe von ¢ (in .2. heiBt sie reduzierte Clif-

ford-Gruppe r;+).
Ist nun n gerade, so gilt der Struktursatz:
C(€) ist eine zentral-einfache K-Algebra.

(:22, S.42) Damit besitzt C(&) (bis auf Aquivalenz)

genau eine irreduzible Darstellung

o C(ﬁ)u,qm~>EndKS

mit einem (endlich-dimensionalen) K-Vektorraum S.
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0 heiBt die Spin-Darstellung von C(&). Auch die Einschrén-
kungen von p auf ¢t(=), T(6), T"F(*) und Spin(6) heiBen

Spin-Darstellungen.

. ~ . . n . ..
Hat © weiter den maximalen Index r = 5 so gilt zus&tz-
lich:

C+(®) ist die direkte Summe zweier einfacher Ideale,
die Spin-Darstellung ? zerfdllt auf C+(G) in zweil

nicht-&dquivalente irreduzible Dnarstellungen

SN C+(®)‘~ >EndKSi, i=1, 2, S1t% 5, = D

2
(2], s.44, 5.56, $.70/71). ¢, und @, heiBen die Halb-
spin-Darstellungen von C'(&); ihre Einschrinkungen auf

T % (=) und Spin(s) heiBen ebenfalls Halbspin-Darstellun-

gen.

Ist noch spezieller r = 1 (mod 2), so sind die beiden
Halbspin-Darstellungen von Spin(#) zueinander kontragre-
dient (-2}, 5. 77-79; die Aussage folgt sofort aus dem
Verhalten der bilinearen Invarianten F nach II1.2.1 und
II1T1.2.3; s.a.S5.22/2%). VWeiter gilt:

SATZ 3: (i) Die Darstellung
pBop: Spin(?)v—~—>EndK(&gS)
ist &dquivalent zu X: Spin(6)——Aut C(s).

(ii) wWerden S®S und C(&) nach (i) identifiziert, so gilt
fiir r = 1 (mod 2)

ct(s) = (s®8,) @ (5,98,),

(zu (i): [2], .84 - (i) gilt auch fiir gerades r; zu (ii):
21, 5.95 und s5.91)

]
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Ist K ein Oberkorper von K, vV o:= W@KK, & die Fortsetzung
von & guf V, so ist

c(s) €« ¢(z), T(e) ¢ T(8), spin(e) & Spin(&),

und fiir die Vektor-Darstellungen X: M (6)—>0(65) und
Y T(8)—>0@) gilt

A(s) :'i(s)[v fiir alle sel (&)
([21, 5.60/61).

Ist V = Kn, & durch

& ((¥

b
1 sy T
“r ol

t t
v ey - ¥ )
I’l) ’ (‘?1’ e ooy l!],]) ) = «)111 teeant Enq?n

definiert, so bezeichnet man die Gruppe Spin(§) mit
Spin(n,K).

Ist ganz speziell V = Rjo, ¥ = 610 mit den oben be-

schriebenen ,kanonischen'" Bilinearformen ¢ und ;, also
Spin(z) = Spin(10,R) und Spin(¢) = Spin(10,t),

~: Spin &)

X Spin(10,¢) GLC(S)

die Spin-Darstellung, dann ist dimCS = 32, da nach {Z},

' ‘4’?\;' ~ T"‘ ,," ~
S.42, C(7) = \Ct32232(u). Sind |
@ Spln(10,®)~w~m>GL®(Si), i=1, 2,

die Halbspin-Darstellungen, so is%t dim®81 = dim@S2 = 16,

da CT(¢) die direkte Summe zweier einfacher Ideale von

jeweils der Dimension o8 ist, die zu'ﬁ%ﬁ6 16(€) isomorph
9

sein miissen ([27, $.71 und 35.45).

Ubrigens sind die beiden Halbsnin-Darstellungen von
Spin(10,¢) injektiv (727, 5.101; das Element z aus III.
6.1 ist némlich 2z = i+X,*...-X,., Wwobei -x
1 S0 .
10 ist)

-

ceay Xanat

19 103

die kanonischen Basis des R

Die Halbsnin-Darstellungen der Lie-Algebra 4&(10,@) sind



die durch die Halbspin-Darstellungen der zugehdrigen ein-
fach zusammenhingenden Lie-Gruppe Spin(10,¢) ({14], $.35)

induzierten.

§2. DIE KANONISCHE REALISIERUNG DER BESCHRANKTEN SYMME-
TRISCHEN GEBIETE

SATZ 4: (i) Sei M ein irreduzibles beschridnktes symmetri-
sches Gebiet, G die Zusammenhangskomponente der Identitat
in der reellen Lie-Gruppe L2(M), K die Stabilitdtsgruppe

eines (beliebigen festen) Punktes von M in G. Dann gilt:

G ist eine zusammenhingende, nicht-kompakte einfache re-
elle Lie-Gruppe mit trivialem Zentrum, K ist eine maxi-
male kompakte Untergruppe von G mit nicht-diskretem Zen-

trum.

(ii) Ist umgekehrt ¢ eine zusammenhédngende, nicht-kom-
pakte einfache reelle Lie-Gruppe mit endlichem Zentrum,

K eine maximale kompakte Untergruppe von G mit nicht-dis-
kretem Zentrum, die das Zentrum von G enthidlt, so besitzt
der Raum G/K eine G-invariante komplexe Struktur, so daB
G/K analytisch isomorph zu einem irreduziblen beschrink-
ten symmetrischen Gebiet ¥ ist; die dadurch induzierte
Operation von G auf M liefert gerade die Zusammenhangs-
komponente der Identitdt Von.KZ(M) und die Operation von
K die Stabilitdtsgruppe in G des Punktes K/K in G/K.

({4], 5.311, Theorem 7.1, $.310, Theorem 6.1 (i) und
VIII.§4 auf S.301 ff.; ferner 14]. S.15)

Hel nun M ein irreduzibles b:schrénktes symmetrisches
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”ebiet % die Lie-Algebra der reellen Lie-Gruppe £2(11),
% die L1$ -Algebra der Stabilitétsgruppe eines Punk—
tes von M, " die Komplexirizierung von % &. % die
Komplexifizierung von k. Sei weiter Gm die zu % gehéri-
ge einfach-zusammenhingende komplexe Lie-Gruppe, KL, G,
x ¢ gt jeweils die zur Unteralgebra k@, %,'k 4 %C gehs-

rige Untergruppe.

SATZ 5 {Matsushima/Murakami): Sei V ein komplexer end-

lich-dimensionaler Vektorraum,

?: G(E

eine nicht-triviale irreduzible analytische Darstellung.

->GL®(V)

Dann ist die eingeschridnkte Darstellung ?,Kg vollstéandig
reduzibel, also

V=V1®...G3VS, S’lK‘[ 01 0 +ov B O

mit Darstellungen

O, K®-
Y3

>0Lg(Vi), 1 =1, ..uy s

(wobei die Vi auf ganz bhestimmte Weise definiert sind
und die Numerierung fiir die folgenden Anwendungen nicht

abgedndert werden darf).

([91, s.119)

ANMERKUNG : P ist dabei irreduzibhel, ?2, ey ?s ktnnen

eventuell noch weiter reduzierbar sein.

Setzt man dlm(DV1 = p, dlm&V2 = r, dimm(Vg@ .o @VS)

= g, 50 erhidlt man hieraus mit einer Identifizierung
Endwz ='&%p+q’p+q(m) beziiglich einer geeigneten Basis
von V:
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SATZ 6 (Ise/Yokonuma): Das irreduzible beschrinkte sym-

metrische Gebiet M ist analytisch isomorph zu einem Ge-

biet M' in ﬁﬂp r(CB), auf dem G folgendermalBen operiert:
’

Ist weG, f(w) = LA B) €T (¢) = End,Vv,

C Dj ~ "'p+tq,p+q C
wobel Aetl; (€) = End,V,, Betl, (C), Cemy p(c),:De
P L Y Dy ,

= B MY \ .
qu,q(m) bndm(Vze.,.@VS), ZeM g'mﬁp’r(m), so ist
w(2) = (A% + B)(CZ + D).

. . (r'?\l
(Dabei ist Tmb’r($) < ﬁﬁp,q(ﬂ) durch

p
(211 .o Z1r\ Zyq eee Zqp 0o .. Ol
kZP1 e ZprJ kZP1 oo Zpr O ... O)

identifiziert.)

(9], s.123/124)

KOROLLAR: Die Untergruppe K operiert dabei als Stabili-

tdtsgruppe (in G) von O€lM' folgendermalBen:

Mir w€K ist B = 0, C = 0, A = ¢, (w),

(0, (w) 0 )
D = ! <. , ?2(uﬁ [ ﬂﬁr (€)= End,V,,
i L ’ﬁ o/
C 0 ?S(QQ)
. _ aon=1 _ L. -1 53 W T 7
und w(Z) = AZD = 9100) Z ?2&0) fiir Zell' < ’tp,r(c)

(< ™ (¢) wie oben).
b,aq

Beweis: folgt unmittelbar aus den SHtzen 5 und 6 ' und {97,

5.120, erste Zeile. A

DEFINITION 4: Ist @ eine nicht-triviale analytische Dar-
stellung von Gm von minimaler Dimension, so heillt das

Gebiet M' aus vatz 6 eine kanonische Kealisierung von M.
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ANMERKUNG: Die kanonische kealisierung ist durch Defini-
tion 4 nicht eindeutig bestimmt: Sie hingt von der kon-
kreten Wahl der Darstellung minimaler Dimension ab; au-
Berdem kann es mehrere nicht-dquivalente Darstellungen
minimaler Dimension geben. Wenn von der kanonischen EKea-
lisierung die Rede ist, so so0ll stets eine irgendwie fest

gewdhlte gemeint sein.

§3. DIE STABILITATSGRUPPE VON R16
Die eben aufgefiihrten Ergebnisse aus :9} kdnnen nun, wie
in {ﬁOi skizziert, auf das 16-dimensionale Ausnahmegebiet
in seiner kanonischen Realisierung R16 angewendet werden.
Da in {10 ] jedoch keine Beweise angegeben sind und das
fiir die Bestimmung der Automorphismen von R16 entschei-
dende Brgebnis, Proposition 4 auf 5.23%35, nicht genau ge-
nug formuliert ist, sollen hier bis auf eine Ausnahme in

Satz 8 vollstidndige Beweise durchgefiihrt werden.

Die Komplexifizierung der Lie-Algebra Von.EZ(R16) ist
nach 4 , $.354, die Ausnahme-Algebra Ec. Ist A = H3(

die 27-dimensionale komplexe Ausnahme-Jordan-Algebra,

0%)

Der A ihre Derivationen-Algebra und A' = {XéA !tr X = O},
so wird E6 iiblicherweise realisiert als die Unteralgebra
2 := Der A ® L[a']l won o@(a) ([12], 5.23, oder 1],
5.281, Satz 3.1, und S.29%). Dabei ist fiir D£€ Der A und
x€A: [D,L(x)] = L(Dx), und fiir xeA' auch Dxea' ([17,

S.277 und $.58, Satz 14.5).

Die identische Darstellung ﬁﬁmmaaﬁ(A) von £ auf A ist
eine der beiden irreduziblen Darstellungen kleinster Di-
mension von B, (1141, 8.45, Zeile 5 und 6 von unten),

fithrt also tatsdchlich auf das kanonische iModell H16 des
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16-dimensionalen Ausnahmegebiets.

Piir das Idempotent ¢ = c, = (1,0,0; 0,0,0) von A sei

A = A1(c) D A%(c) ® Ao(c) die Peirce-Zerlegung. Weiter
sei D die Lie-Unteralgebra < := {DEDer A gDC = O} von
Der A (nach [11], 5.91, ist D = 4e(9,C) ),

Viz A'e (A (c)ea (c)), £ = L[V] ¢ qg(A); die Ded
und die L(X)Gii% erhalten die Peirce-Komponenten A1(c),
Aﬂ(c) und Ao(c), wie man leicht nachrechnet (s.a. [1],
$.15%). &k := Do L ist eine Lie-Unteralgebra von €;
es gilt Eb,b] = D (da 2 einfach), ifo,izj < D,
2,21 <2 (1], 5.293 und 289), also kA =

Do [De].

Unser Ziel ist zu zeigen, daB3 k die Komplexifizierung

der Lie-Algebra der Stabilit&tsgruppe E:(R16) ist.

Fiir das folgende ,technische" Lemma wird c¢ = Cy durch
c, = (0,1,0; 0,0,0) und Cy = (0,0,1; 0,0,0) 2zu einem

vollstadndigen Orthonormals&stem von A ergidnzt; A ::ﬂ)A

iz 1

sel die zugehdrige Peirce-Zerlegung. Aufllerdem sei

W o=V K'AO(C)L: iXEAO(c)E tr x = OE =

¥’02 —?103 + oy e, y€A23}. Sei v die kanonische
(nicht-ausgeartete) Bilinearform der Cayley-Algebra 0"
({17, 8.221/222). Damit ist das Produkt von x =
(0,0,0; u,0,0) und y = (0,0,0; v,O,O)é,A23,
gegeben durch xy = v(u,v)-(c2 + 03) (017, s.227).

u, v(-'.(D(D,

LEMMA 2: (i) Piir =z = (0,0,0; w,0,0) , v = (0,0,0; v,0,0)

€hpgy NG ist

r y 1 -
LL(Cz)yL(Z)}(AC2 - RCB +y) = E.y(w,v).(c2 - 03) ‘,53%-
(ii) Fir z£A23 ist die innere Derivation ;L(C2),L(zﬁ

in D.

(iii) Fiir jedes y&W-{0} gibt es ein DeDdmit Dy # O.
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(iv) PFiir jedes xeW gibt es Dedund yeW mit x = Dy.
(v) Es ist V = €(3%c-e) & W, und fiir DeDd ist D[V]

Beweis: (i) EL(cg),L(Zﬂ (WCZ - )03 +y)

I

2.(2.(X02_}03 +y)) - z-(c -(xe —K03+y))

= ¢, (—)z - 1_).2 + viw,v)-(c +03) -7 ()\c + %y)
= v(w v)-cr) -~ l?\z - %\J(w,v)-(cg+03)
= v(w v).c c, - —v(w V) Cq - —;_J\Z.
(ii) LT z)_éc1 = 02(201) - z(cgc1) = ¢, 0 - 2.0 = 0.

(1ii1) Sei y = xc2 - RCB +y', Aege, y'= (0,0,0; v,0,0)

€4,5. Ist v + 0, so wihlen wir weo® mit  viw,v) + 0,
z = (0,0,0; w,0,0) und D = [L(c,),L(z)]. Ist v =0,
also‘ A% 0, so wihlen wir z€A,;-{0; beliebig und

D = Llc,),L(z) .

3 + x', x' = (0,0,0; u,0,0)€EA
0, widhlen wir w, Vv GCD(B mit
y = (0,0,0; v,0,0)

(iv) Sei x = 1c,
HQ(B. Ist u = O
(wv):ZH,7:(O 0,0; w,0,0) &A

237

- e
&

. 23’ @
€A ?3 cCw, (L(o J)_i . Sonst wihlen wir w0~ mit
\)(U.,V) = 2Ha o= (O,—?,L_; V,O,O)s D= i ( )) L(x )I-

In be‘den PFdllen ist nach (i) Dy - .
7

(v) klar ]
LEMWA %: (i) Das Zentrum 5 von k ist €-L(3%c-e).

(11) mit 2! := L{w] eilt  [kk] = Do 2.

(iii) k= 3o E’\Q,k].

Beweis: (i) Sei D+ L(x ) €l mit D_ed, x_€V. Dann ist
0 0 o 0 0
inshesondere fiir alle DED

_T : . pop] '
0 = LD’ DO+L(XO)] = ;D’Do_i + ,L(DXOZ’
N A -0



also D,D. ] =0 und Dx_, = 0. Da deinfach ist, folgt

-

sofort D = 0.
0

Ist x_ = A-(3c-e) + y, mit yew, so ist O = Dx_ = Dy,
fiir alle D€D und somit nach Lemma 2 (iii) Yy, = 0, also

x = A(3c-e). Damit ist gezeigt 3 < ¢-L(3c-e).
Umgekehrt ist L(Bc—e)ef%, denn fiir Ded ist
LD, L(3c-e)] = L(D(3c-e)) = 0,

und fiir x = A{3c-e) + y€V mit yeW ist y(cz) - c(yz)
= 0 fiir alle z€A1(c), A%ﬁc) und Ao(c), also

L(x),L(3c-e)]

v

EL(Y),L(3C—ei = 3-iL(y),L(ci% = 0.

(ii) Es ist nur noch zu zeigen: iD,Iol = l%.
Da Fb,L(x{l = L(Dx) ¢ £ fiir Ded, xeV nach Lemma 2 (v),
ist Z@,io} ¢ £!. Nach Lemma 2 (iv) spannen die Dy mit

Ded und yevV ganz W auf, also ist zﬂ,fo§ = i%.

(i11) trivial, da £ = £ e 3. ]
Die symmetrische Bilinearform (x,y)>tr(xy) von A ist
nicht-ausgeartet ( @], $5.225); die Peirce-Zerlegung
A=24(c)a Aﬂfc) ® AO(C) ist trivialerweise eine Ortho-
gonalzerlegung. Also tréigt Ao(c) die nicht-ausgeartete
symmetrische Bilinearform ¢ mit 6&(x,y) := % tr(xy). Da
die Zerlegung Ao(c) = C-e_ @ W 6-orthogonal ist (eo =
e-c ist das Einselement von Ao(c)), ist 6 auf W nicht-
ausgeartet. Ao(c) trigt also die weltere nicht-ausgear-

tete symmetrische Bilinearform wmit
fddeo+x’ Feo+y):= d@ - a(x,y) fir d,?ém, X, y EW.

wWie man leicht nachrechnet, ist fiir x, y €W Xy =
6(x,y)-eo, also

&xeo+x)-(?eo+y) = (dg +6(x,y))-eo + FX + oLy

1
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(Man ersieht hieraus iihrigens ohne weiteres, daf Ao(c)

. 1 . N
die Jordan-Algebra lp O,P,eo] ist.) Fiir Ded, deO+XeAO(c)
ist DQXeO+ x) = Dx €W (Lemma 2 (v)).

5ATZ 7: (i) [RA&R] = As(10,0).
(i1) k=c¢ @ 4e(10,0).
(iii) & ist die Komplexifizierung der Lie-Algebra von

Beweis: (i) Wir realisieren 40(10,®) als 4°(P)’ also als
die Lie-Algebra der V—schiefen ¢~-Endomorphismen von Ao(c).
Fir DED ist nun (da tr D(xy) = 0!)

p(DQXeO+x), ﬁeo+y) = u(Dx, ﬁeo+y) = -=(Dx,y)

1 1 N

= —Etr(Dx-y) = §tr(x~Dy) = 5(x,Dy) = —theo+x,D($Q¢y)),
und fiir z=W
0

H(L(z)@ieo+x), ?eo+y) = P(@(z,x).e + oz, ﬁeo + y)

= 6(z,x)3 - «-6(z,y) = -plote +x, 8(z,y). e/

+ Fz)
= _queo+ X, L(Z)(ﬁeo+ y)).

Also haben wir die Abbildung 't: i@,hjwww4>4c(y),
\! UL Z Y~ S | rf e = ) i
T4 >13Ao(c). Sei nun D + I(X)Ezﬁ%&q Da ib mit

D + L(x)gA (¢) = 0. Dann ist insbesondere 0 = (D+L(x))eo
o)
= 3 ’ = i = = -
= X, also schon D;AO(C) 0 und somit DC1 D02 ch
= 0 und auch D|, = 0. Nach [12], $.18, Prop.6 bilden
\ 23

die Derivationen von A, die auf Cqs Co und 03 verschwin-

den, eine zu 4U(8,®) isomorphe Lie-Algebra, wobei der

Isomorphismus z.B. durch Dt >DiA geliefert wird. Da-
23 ‘

mit folgt D = 0 wund die Injektivitdt von P. Da

ding (DegL!) = dim®40(9,®) + dimgW = 36 + 9 = 45 =



dimc$r(10,®), ist‘b ein Isomorphismus.
(ii) folgt aus (i) und Lemma 3 (i), (iii), da 3

(iii) Nach [41, S.3%354, ist die zu'E:(¢16) gehdrige Lie-
Unteralgebra der Lie-Algebra 3 E‘n6<_14) von SD(R16)
isomorph zu R @ 4 (10,R). Also ist Ak die Komplexifi-
zierung der Lie-Algebra einer maximalen kompakten Unter-~

gruppe von 2. (R 16) Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.

o
e

KOKOLLAR: Die Operation von (%,kR] auf A (c) ist dquiva-

lent zur identischen Darstellung von we(TO,G).

LEMMA 4: Die Operation von e auf Aﬁﬁc) ist dquivalent

zu einer Halbspin-Darstellung von A«(10,C).

Beweis: 7h4;' ist einfach, A%(c) ein endlich-dimensiona-
ler ? ,HJ—Modul also halbeinfach ([14), $.7). Die Dimen-
sionen der halbeinfachen 4o (10,¢)-Moduln sind 10, 16, 45,
120, Vielfachprodukte dieéer Zahlen und N-Linearkombina-
tionen dieser Vielfachprodukte (:14?, S.8 und 5.%6, Zei-
le 4). Also kann Aﬂﬁc) nur einer der bheiden Halbspin-hio-

duln und nmuB insbesondere einfach sein.

BATZ 8: Sei p die identische Darstellung von x auf A.
Dann ist g‘& vollstéandig reduzibel; die Zerlegung von A
in einfache &k-lloduln ist gerade die Peirce-Zerlegung A =
A (c) @ A,(c) 2

(nach Satz 5) Von =0 d H(10,¢) auf A1(c), A#éc) und
Ao(c) sind gegeben durch

(C). Die Darstellungen ©, ¢5y 93

f_""1 :
Pot CoAo(10,8)- —>oif 4, (c)
i i1

Ca {£(10,C)- >erfA,(c) = ¢, (A, T e—>22,

n

N
% 16,¢), (R,T)%>§K116+€;(T),
0, G@4ﬁ(10,®)—»mw>%§Ao(c) a(10,8), (A, Th>-21,+T

n

75



wobei C; eine der Halbspin-Darstellungen von 40(10,&)
ist.
Beweis: Sel stets Té?k;hj, A€T,

I. Operation auf A1(c) = tc:
Da T =D + L(x) mit Dew, er'EAo(c), ist Tc¢ = 0, also
(T + AL(3c-e))ec = 3xc - Ac = 2xc, also F1(A,T) = 22,

II. Operation auf Ah(c):

(1 + ?HL(Bc—e))z1: Tz + R-%Z -z = Tz + %ﬁz fiir zeA%(c),
m _ L. ~¥ (M
also ?g(h,i) = 5A1, + ?h(L).

III. Operation auf Ao(c):
(P + »+L(3%3c-e))z = Tz - Az  fiir zEAO(c),

also QB(X,T) = ~Alyy + T

Insbesondere folgt aus I - III die Einfachheit der Ak-Mo-

duln A1(c), A%(c), Ao(c).

Uber die Reihenfolge 148t sich folgendes sagen:

T T2 93
Nach dem Korollar zu Satz 6 ist 16 = dim R16 = dim;H-dim;?;
daher ist 93 aus Dimensionsgriinden richtig gewdhlt, und

es ist nur noch iiber die heihentolge P11 Pp 2U entschei-
den. Das ist nicht schwer, aber etwas langwierig, und

soll hier nicht ausgefiihrt werden. (In der bezeichnungs-
S.119, Lemma 2 (ii),

zu zeigen, daBl sowohl der irreduzible x-Modnl A als auch

weise von 12, $.36, wire wegen 9.,
der irreduzible R-Modul A1(c) die Linearform 15 als hoch-
stes Gewicht hat.) 1
Sei nun A, = H3(®) die 27-dimensionale formal-reelle
Ausnahme-Jordan-Algebra, als reelle Form von A aufgefalit,
; .o Ty 3
A i= A"~ A = {x€A  Ttr x = 05, B, = (D0 |D[a]eat,

Vo 1= Vr\Ao, WO i= Wron. Damit gilt:
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LEMMA 5: (i) Die kompakte reelle ¥orm ¢, von g ist
1= i.T, A",
g := Der AO D 1 -Ao—
(
(
(

0
i1) Die Lie-Algebra von 2(R, ) ist 4k, =D e 1.L[V ]

*R @ 4o(10,R) ).
iii) Die Darstellungen ?1,§39, 95 haben auf ko die Form:
)i Rode(10,k)—> ¢, (t, T —>2it,

(
. , 1. ;
31 Rede(10,K)- .mg;(m,@), (£, 2= »5it 1, + g;(T),
£33 Re4o(10,R)- > 1 (10,8), (t,T)F—w>—it-l1O + T,

Beweis: (i) Nach der in Eﬂ;, 5.292, angegebenen Formel
fir die Killing-Form « von £ ist
w(D+L(x),D+L(x)) = 4-Spur D% 4 124ty XZ,
und Spur D2 ist ein Vielfaches der Killing-Form von Der A.
Da Der A_ ¥ 4o(9,R) (vel. "8, 5.389), also kompakt, ist
die Form Spur D2 auf Der AO negativ-definit. Nach {1],
5.3%0, ist die durch tr induzierte Bilinearform auf A
nositiv-definit. Daher ist die Killing-Fform von ﬂo nega-
tiv-definit, QO also kompakt.

(ii) folgt sofort, weil die Lie-Algehra von 22(316)
&Lwﬁo ist. Der Isomorphismus in (ii) hat auf dem Zentrum
T der Algebra die Form +ti »itL(3c-e). Daraus folgt un-
mittelbar (iii). il

{

ANMERKUNG: 4s(10,R) ist als Unteralgebra von /ko die Al-
gebra der m-schiefen R-Endomorphismen des reellen Vek-
torraums ke, @ iW_, auf dem p positiv-definit ist.

Damit 18Bt sich jetzt E:(R16) ausrechnen: Die einfach
zusammenhéngende Lie-Gruppe zu X @ 4o(10,R) 1ist
(K, +)x Spin(10,R). @, und ¢, induzieren darauf die Dar-
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stellungen

£ R Spin(10,R )~ - >8, (t,sh »exp(2it),
[& 3 y 1 1

£pf WX SDIN(10,H)— ~0L(16,8), (5,00 »exp(it): gy

wobei p! eine der Halbspin-Darstellungen von Spin(10,¢)

2 Spin(10,R) ist. £1 und @2 sind iiber E-—U(1),

s),
A

T >exp(%it), faktorisierbar, induzieren also

g1t U(1)XSpin(10,K)-—>t*, (s h—>)",

2% U(1)>Spin{10,R)-— »>GL(16,C), (WPS)FMaW%?ﬂ(S).

Nach [13], S.121, ist Q(RM) zusammenhingend, d.h., die
Operation von U(1)* Spin(10,R) auf Rig ergibt die volle
Stabilitédtsgsruppe EZKR16). Damit ist nach dem Korollar zu

Satz 6 bewiesen, daB jeder Automorphismus von R16§rkﬁ 16(@)
9

die Form

Zt ML pp(s)]
hat mitfqu(1), s€Spin(10,R), o (bis auf Aquivalenz)
eine der Halbspin-Darstellungen von Spin(10,&). Wir iden-
tifizieren noch ﬁﬁj 16(@) = ¢'® durch Transponieren, und
9
weilil die beiden Halbspin-Darstellungen ?ﬁ und ©y zueinan-

der kontragredient sind, erhalten wir:

THEOREM 1: Die Stabilit&dtsgruppe EZ(R16) der kanonischen

16

Kealisierung R16 < ¢ des 16-dimensionalen Ausnahmege-

biets besteht gerade aus den Abbildungen
Ze— A {‘.7 (S)Z

mitrqu(1) und seSpin(10,R), wobei ¢y, eine der beiden
Halbspin-Darstellungen von Spin(10,€¢) ist. Insbesondere

hat R16 Normalform im Sinne von Definition 2.
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ANMERKUNGEN: 1.) Man kann leicht ausrechnen, daB der Kern
der Operation von U(1)xSpin(10,R) auf R, die Diagonale
iiber der in beiden Gruppen U(1) und Spin(10,RK) enthalte-

nen Untergruppe {i,—1,—i, 1} = Z4 ist.

2.) Vermutung: Die kanonische Realisierung von M.Ise flr
das 16-dimensionale Ausnahmegebiet stimmt mit der von U.
Hirzebruch in [8], §3, konstruierten iiberein (zumindest
wenn die Identifikation Ty 1,(¢) = ¢'® als Identifika-

tion EndGAo(c) = Ao(c) gedeutet wird).

§4. DIE SPIEGELUNGEN VON R16

Seien jetzt stets

ps Spln(TO,@)—w~>GL®(S), 0; Spln(10,¢)—-a>GL®(Si),
i=1,2, die Spin-Darstellung bzw. die beiden Halbspin-
Darstellungen.

Wir nehmen nun an, eine der in Theorem 1 beschriebenen
Abbildungen rq-pi(s)e_GLm(si) sei Spiegelung in 0 (wo-

bei wir aufgrund unserer Herleitung nicht wissen, ob i =

1 oder 2). Dann muB fiir dieses seSpin(10,k) ?i(s) dia-
gonalisierbar sein mit dem 15-fachen Eigenwert 1/ﬂ und
dem einfachen Eigenwert A/ mit A + 1, 2™ = 1. Da o,

und g@ kontragredient sind, folgt:

LEMUA 6: Gibt es in 2(R,.) eine Spiegelung mit dem Bi-
genwert A # 1, so gibt es ein e¢Spin(10,k), so daB ?(s)

diagonalisierbar ist mit den Eigenwerten
"M und 1/7 15-fach, M/A und xﬁq 1-fach

(nicht notwendig alle verschieden).
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Die Anwendung von Satz % ergibt nun:

LEMMA 7: Gibt es in EZ(R16) eine Spiegelung mit dem Ei-
genwert A+1, so gibt es ein seSpin(10,k), so daB X(s)

diagonalisierbar ist und auf C+(§) die Kigenwerte

1 452-fach, A %0-fach, 1/A 3%0-fach,

auf C (6) die Eigenwerte (mit q::ﬁ?)

§ 225~fach, 1/8 225-fach,
S/ 30-fach, A/ 30-fach,
S/ 1-fach, Xf 1-fach

hat (die natiirlich nicht notwendig alle verschieden sein

miissen).

Beweis: klar, denn ist {21, .aey Z16} eine Eigenbasis
von @,(s), {z{, cen 2{6} eine von Pz(s), so erhdlt man
aus den Tensorprodukten Eigenbhasen von f@??(c) auf S1®S1,
5,85,, 5,®5, und S ®S5,. [l
Damit haben wir aus der vorgegebenen Spiegelung mit sé&
Spin(10,R) auf dem Weg iiber Spin-Darstellung und Tensor-
produkt einen Automorphismus von C(&) mit einer bestimm-

ten Eigenwertverteilung konstruiert.

Es gibt aber noch einen andern Weg, von s ausgehend zu
demselben Automorphismus X(s) zu gelangen: iiber die Vek-
tor-Darstellung und anschlieflende Fortsetzung auf C(%);
diese iortsetzung ist wegen der universellen Eirenschaft
de © Clifford-Algebra eindecutig bestimmt ([2], 5.%9).

Es is* veVeg (&) und X(s)‘{veso(a) = 80(10,R'. Also
hat X(s)lv fiinf (nicht notwendig verschiedene) Paare

von ziueinander inversen LEigenwerten Mps My = 1/p1, ooy
i i



V9’ WMo = 1/39'
Ist ix1, ceey X1O} eine zugehdrige Eigenbasis von V, so
ist {XM| Mo {1, ..., 10}3 eine Eigenbasis von C(&) be-

ziiglich X(s); A(s) hat also die Eigenwerte

Py 2= Pyreeepy s M= 1iqs P T 1 L 10},

™

ﬁ o . ; . _ o
wobei i, < ...<er Insbesondere ist vg = 1. Auf ¢ (&)

hat X(s) die Eigenwerte

PM mit m = O (mod 2),
auf ¢ (6) die Bigenwerte

PM mit m =1 (mod 2).

¥s ist also nur noch festzustellen, ob bei den verschie-
M5e1ic ten Fii ’ . :

denen Moglichkeiten filir H1’ P5’ v5, V7’ 9 Sle in Lemma 7

geforderte Verteilung der Eigenwerte auf C(6) herauskom-

1 i ’ - . .
men kann. Dazu geniigt es, Tfiir V1’ VB' VB’ v7, P9 die Verte

1/§’ 7\/§7 7\1/§

(den letzten hochstens einfach) zuzulassen,

LEMMA 8: Der Fall My = PB = v5 = V7 = Wg ist nicht mdg-
lich. ‘ ‘

Beweis: Sei v = v1 = ... . Die Eigenwerte HM auf C¢(&)
gind dann
¢L5"V Oy_fach  fiir v=0, ..., 10,

wie man leicht nachrechnet, und zwar entf&llt b-v fiir
ungerades v auf C (&), fiir serades v auf C (§). X (s)
hat also auf C¢7(§) die Eigenwerte

Vﬂ 10-fach, PZ 120-fach, 1 252-fach,

1/v? 120-fach, 1/%5 10-fach.



- 37 -
Damit die 1 452-fach zusammenkommt, mii3te V? = 1 oder
14f = 1 sein. Dann sind aber alle Eigenwerte auf cH(@)
gieioh 1 und keiner gleich A oder 1/A. Widerspruch. ]

e m e 2 ~
LEMMA 9: Kommt der Eigenwert hﬁg auf V vor, so mufl er
gleich einem der ibrigen auf ¢ (&) mdglichen Eigenwerte

T, /e, Aﬁg, /A sein.

Beweis: Sei etwa by = ﬁﬂ?. Dann kommt A/€ auf ¢ (&)

auBerdem noch als
2 2 (S
y%1,2’9}_ V1.1/P1.R/§ = l/g und ebenso t*{3,4,9}_ h/f
vor, also mindestens 3-fach. Daher rolgt die Behauptung

—

mit Lemma 7. o

Nach Lemma 8 und 9 bleiben nun nur noch die folgenden

Fdlle zu untersuchen:

L. e = B3 = M5 = 1/§ und
Vb = 50 g =2/ D)y = g = e
IT. ti‘] = PB = ’LLb - //(-; und

a) P7 :‘h/i, Mg = 1/€, b) Wy = g

1/@.

LEMMA 10: Der Fall I ist unmdglich.

| M = = = * t A‘ -
Beweis: Da w, b3 = Mg 1/€, treten als My mit M <

—_————

{1, ceey 6} ' folgende Rigenwerte auf:
v () fach fir v =0, ..., 6,

.. + /= ..
und zwar fiir ungerades v auf C (&), fiir gerades v auf

¢ (&), also
aur ¢*(&): ©TF und 1/°2 6-fach, 1  20-fach,

auf ¢7(8): €2 und 1/ 1-fach, Cund 1/¢ 15-fach.
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a) Im Falle W, = 1/€ sind die 4, mit M «<{1, ..., 8}

gegehen durch
§4'“ (%)-fach fiir v = 0, ..., 8,

also insbesondere auf C (§) ¥ und 1/ 56-fach. Da wei-
ter w, = Rﬁ;, K1 0= C/A, kommen als by insgesamt (unter
anderem) A und 1/A je 56-fach auf ¢*(@) vor, widerspruch

zu Lemma 7.

i

b) Im Falle p, = Mg sind die pay mit I {1, «ooy T¥

auf C*(&): €° und 1/e2 6-fach, 1 20-fach,
Agg und \/§¢ 1-fach, A und X/?l 15-fach,
auf C7(8): §5 und 1A§% 1-fach, T und 1/2 15-fach,
AT und A/C3 6-fach, A/ 20-fach.

5

Da weiter mg = T/A, sind die p, mit M S91, ..., 8
auf GT(&) unter anderem A und 1/A 15-fach,
auf ¢7(8) unter anderem < und 1/€  30-fach.

Weiter ist g = A/, und als wy mit M S{1, ..., 93

kommen unter anderem vor

auf CT(&): A 45-fach, 1/x 15-fach,

auf G (&): 1/  45-fach.
Da wegen MW, , = {/k auch unter den u, mit 10€l der Vert

1/A vorkommt, scheidet die Mdglichkeit A = 1/A aus.

Damit kommt aber A auf C'(€) schon zu oft vor. L]

LEMMA 11: Der Fall II ist unmoglich.

Beweis: Es ist ?1 = P3 =5 = AMe; also sind die Mg
mit M <{1, ..., 6} dieses Mal

auf CT(&): X7{3und f7%? 6-fach, 1 20-fach,
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auf C (&): ﬁi@fmum_éjﬁs 1-fach, A/S und /A  15-fach.

a) Ist auch po = %/g, so sind die FW mit M &1, ..., 81

unter anderem
auf C7(8): /€ und T/N 56-fach.

Da  pg= 1/2, K10 =T, ergeben sich insgesamt als M,
unter anderem

auf ¢*(&): A und 1/A mindestens 56-Tach.
Das ist aber zu oft.

b) Ist b = 1A§, so kommen als My mit M 5{1, ce oy 7}

insbesondere vor
suf ¢T(&): A/C2 und 1/ 15-fach,
auf ¢7(86): N/S und T/A 15-fach.

Weiter ist jag =, also sind die by, mit M &{1, ..., 8]

unter anderem

auf ¢T(&): A und 1/A  15-fach,

auf C7(8): R/q und  $/A 30-fach.

Da bg = 1/§3 sind unter dent¢M mit M §§1, cens 9} un-
ter anderem

auf ¢T(&): A 15-fach, 1/A 45-fach.

Da A auch als py, mit 10€M vorkommt, kann nicht A= 1/X
sein; also kommt 1/A zu oft vor. [

Mit Lemma 8 - 11 ist gezeigt, daB fiir ein s€Spin(10,R)
die in Lemma 7 geforderte Verteilung der Eigenwerte von
X(s) auf C(8) nicht méglich ist. Also:

THEOREM 2: Das 16-dimensionale irreduzible beschriankte

symmetrische Ausnahmegebiet besitzt keine Spiegelungen.
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KAPITEL II. SPIEGELUNGEN IN BESCHRANKTEN SYMMETRISCHEN
GEBIETEN VOM KBGEL-TYP

Dieses Kapitel enthdlt eine in sich geschlossene Theorie
der Spiegelungen der Gebiete vom Kegel-Typ, die auf ihrer
Beschreibung durch Jordan-Algebren beruht. Dabei wird
sich herausstellen, dafl auch das 27-dimensionale Ausnah-

megebiet spiegelungsfrei ist.
Hier eine kurze Ubersicht:

In §1 wird die Konstruktion der heschrinkten symmetri-
schen Gebiete vom Kegel-Typ aus formal-reellen Jordan-
Algebren nach U.Hirzebruch beschrieben. In den Paragra-
phen 2 und 3 werden dann die Spiegelungen dieser Gebiete
berechnet, und zwar werden in §2 die mdglichen Spiegelun-
gen in 4 Typen eingeteilt, in §3 wird dann ausgerechnet,
welche Typen von Spiegelungen in welchen Gebieten auf-
treten. Das Haupthilfsmittel dabei bilden vollstédndige
Orthogonalsysteme von Idempotenten und die zugehdrigen

Peirce-Zerlegungen.

§1. DIE KONSTRUKTION BESCHRANKTER SYMMETRISCHER GEBIETE
AUS FORMAL-REELLEN JORDAN-ALGIHRIR

oei A eine formal-reelle Jordan-Algebra mit dem LKinsele-
ment e.

G: AxA—>k, S(x,y) := Spur L(xy),

ist dann eine positiv-definite symmetrische Bilinear-
form auf A ([1}, $.320, Satz 3.4). Da © eine assoziative
Bilinearform ist, ist L(x) fiir jedes x€&A beziiglich 6

selbstadjungiert. Ist W ein Algebra-Automorphismus von
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A, so gilt

LOx)y = Wx-y = W(x-W 'y) = WaL(x)eW 'y

fiilr alle x, v € A, also

& (Wx,Wy) Spur L(Wx.-Wy) = Spur L(W(xy))

Spur(WeL{xy)ew ') = Spur L(xy) = 6(x,¥);

daher ist W beziiglich 6 eine orthogonale Abbildung.

Bine Teilmenge Y eines endlich-dimensionalen reellen Vek-

torraums V heillt Positivitdtshereich, wenn gilt:
(i) Y ist offen und nicht leer;

(ii) es gibt eine positiv-definite symmetrische Bilinear-
form P auf V mit
a) ﬁ(y,z) > 0 fiir alle y, z €Y,
b) fiir jedes xeV-Y gibt es ein er_—{Ogmit (Xx,y)é_o.

ﬁfheiBt die Charakteristik des Positivitédtshereichs Y
(und ist als solche nicht eindeutig bestimmt). Ein Posi-
tivitdtsbhereich Y heiflt homogen, wenn die lineare Auto-

morphismengruppe
S(Y) := {weGL(V)g w[Y] = Y§
transitiv auf Y operiert.

Flir unsere formal-reelle Jordan-Algebra A sei A die
Menge der invertierbaren Elemente, A: die Zusammenhangs-
komponente von A*, in der e liegt (A¥ ist offen in A);
fiir eine Teilmenge BESA sei B° = §X2[ xeB}, B der offe-

ne Kern von B. Damit gilt: Die Menge
L= &5 = (a9)° = (597 = [xen L(x)>0 bzel.s )

ist ein homogener Positivitdtshereich mit der Charakte-
ristik © ([1], S. 315-%23). Fan erhdlt auf diese Weise

2lle homogenen Positivitdtshereiche ([6), §2, §3). (Man
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erhdlt allerdings nicht alle mdglichen Charakteristiken:

siehe die ausfiihrliche Untersuchu~g dieser frage in [51.)
Sei A := A@m@ = A + 1A die Komplexifizi-rung ven A. Die

lenge

~

n

H := A + 1Y

Fas

v2iBt Halbraum. H ist ein Gebiet in A mit ieeH ([6], S.
400/401). Die Abbildung

Vi Heoo>A, zkm—a(z—ie)(z+ie)_1,

ist ein analytischer Isomorphismus von H auf ein beschriank-
tes symmetrisches Gebiet M := Y[H] in L (6], s.401/402).

Dabel geht der Punkt ie<H in den Punkt Ol iiber.

DEFINITION 5: (i) Das eben konstruierte beschridnkte sym-
metrische Gebiet M heiBt das zu A gehorige beschrankte

symmetrische Gebiet.

(ii) BEin beschrinktes symmetrisches Gebiet heiBt vom Ke-
gel-"yp, wenn es isomorph zu einem zu einer formal-reel -
len Jordan-Algebra gehOrigen beschrankten symmetrischen
Gebilet ist.

Die Bezeichnung ,Kegel-Typ" ist dadurch motiviert, daf
Positivitéatsbereiche ,positive Kegel"™ im Sinne von Ord-

nungsrelationen in Vektorrdumen sind.

SATZ 9: Sei A eine formal-reelle Jordan-algebra, M das

zugehtrige beschridnkte symmetrische Gebiet. Dann gilt:
(i) M ist genau dann irreduzibel, wenn A einfach ist.

(ii) Ist A = Ay ® ... ® A die Zerlegung von A in ein-

fache Ideale und Mi das zu Ai gehtrige Gebiet, so ist
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M = M1x cee X MS eine Zerlegung von M in irreduzible Ge-

biete.

Beweis: Es ist zu zeigen: Ist A = A1 @ A2 eine direkte
Zerlegung von A in zwel Ideale, Mi fiir 1 = 1, 2 das zu

Ai gehdrige Gebiet, so ist M = M1x M?.

Der erste Schritt ist: Fir die zugehdrigen Positivitiats-
bereiche Y, Y1, Y2 ist Y = Y1><Y2. Das ist aber trivial

mit der Aussage
2 A . *
yEY &= Yy = X Ur ein xe€X

und mit den Rechenregeln fiir direkte Summen von Algebren
(siehe auch [5], §4).

Daraus folgt unmittelbar fiir die zugehdrigen Halbriume H,

Hy, Hy, daB H = H, xH, (siehe auch 61, §11).

Die Aussage flir die beschridnkten symmetrischen Gebiete
folgt nun wieder einfach daraus, daB in direkten Summen
die Bildung von inversen Elementen und die Multiplika-
tion komponentenweise ausgefiihrt werden, mit der Defini-
tion von ‘f:  Fir zeH, 2z = z

= y(z1) + (22).

1+ 2z, mit z.€A., is% W(Z)

Zur Vollsténdigkeit des Beweises fehlt noch die Umkehrung
von (i), n&mlich ,A einfach => I irreduzibel". Dieser
ochlufl ergibt sich am einfachsten aus der umseitig fol-
genden Tabelle. I
Der Zerlegung des Gebiets M in irreduzible Gebiete ent-
spricht also genau die Zerlegung der Jordan-Algebra A in
einfache Algebren. Insbesondere:

KOROLLAK: Ein beschrénktes symmetrisches Gebiet ist genau
dann vom Kegel-Typ, wenn alle seine irreduziblen Faktoren
vom Kegel-Typ sind.
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Die Zuordnung zwischen den einfachen formal-reellen Jor-
dan-Algebren und den irreduziblen heschréankten symmetri-
schen Gebieten vom Kegel-Typ ist in der folgenden Tabhelle
wiedergegeben (nach :6}, S.396. In 26] ist der Beweis nur
fir Ln durchgefiithrt, in {8} der Beweis fiir das Ausnahme-
gebiet, auf das es uns hauptsidchlich ankommt. Die fehlen-
den Beweise sind, wie in i6] hbemerkt, nicht schwer. Die
Zuordnung ist iiberdies aus Dimensionsgriinden plausibel.)
In der Spalte A stehen die formal-reellen Algebren, un-
ter & ihre Komplexifizierungen. Unter M steht das zuge-
horige Gebiet. Dabei ist zu beachten, daBl einige der Ge-
biete mit den gleich bezeichneten aus §1 der Einleitung
nicht libereinstimmen, sondern nur derselben Isomorphie-

klasse angehtren.

A A ! Dimension Grad i M

‘,____ e é L. IITILmYTILL i. —
' R ¢ 3 1 1 B

'_, . R e A P
. = - "“n - . ]
L_IHH’[H,@L, i _(L .’.‘_‘L’eﬁ _ir} > 3 2 Ln |
‘ : o (o S .
_ 5.1 Sp(8) o oprleet) irz3 8,
{ P 2
. H(e) e r rzs My
| H, (M) H(HY)  r(er-1) ir 23 T,
, . 7 ‘
L H3<®) h3(® ) 2 3 R27

®) nur bis auf Isomorphie, vgl. 1., S5.33%1, Beweis von
Satz 5.6.

Nach den Anmerkungen autf Seite 10 und Seite 6 sind alle
aufgefilhrten Gebiete paarweise nicht analytisch isomorph.
Die Bezeichnungen fiir die Gebiete werden im Kest dieses

¥apitels stets im Sinne dieser Tabelle und nicht im Sin-
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ne von §1 der Einleitung verwendet.

Der Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der Spiegelungen
ist der folgende Satz iiber die analytischen Automorphis-

men des Gebiets I:

THBEOREM %3 (U.Hirzebruch): Sei A eine formal-reelle Jor-
dan-Algebra, M das zugehtrige beschrénkte symmetrische

Gebiet. Ferner sei
U = {ueh ull = e} ¢ L.

Dann besteht die Stabilitdtsgruppe 2 (M) von O£M in der
Automorphismengruppe.QI(M) genau aus den Abbildungen

P(u)cW, wobel uelU uﬁd W ein reeller Automorphismus der
Algebra X ist (d.h., die Fortsetzung eines Automorphis-

mus von A auf K).

(6., 5.408, Satz 4 und Satz 5, und 1, 5.3%27, Satz
4.5 ¢)

BEMERKUNGEN: 1.) Im eindimensionalen Fall A = &, A = G,
ist U = U(1), d.h., der Rand des Einheitskreises.

2.) Nach (6], 8.407/408, kann man die llenge U charakte-

risieren als die lMenge aller Linearkombinationen

, o s s ¢ 2
M4Cq + «e. +7 c, wobei dle‘%ng(1) und {01, ceey Cgl
ein beliebiges vollstdndiges Orthonormalsystem von A ist.

%3.) Man sieht leicht, daB das Gebiet M Normalform im

Sinne von Definition 2 hat: Fiir (iii) etwa ist u = »'e

und W = lﬂ zu wahlen.

~ ey o .
4.) Ist u = Mey ... +MC €U, A = \i‘?Aij die

J
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Peirce-Zerlegung beziiglich {01, ceey c;} mit den Projek-
tionen Cij (vel. Einleitung, §3, S.12), so gilt natiir-
lich

Plu) = 2_ ¢.m.C. ..
ifj‘W1 g 1]

§2. KLASSIFIKATION DER SPIEGELUNGEN IN BESCHRANKTEN SYM-
METRISCHEN GEBIETEN VOM KBEGEL-TYP

Sel stets A eine formal-reelle Jordan-Algehra und M das
zugehdrige beschrénkte symmetrische Gebiet, ©§ = Plu)eWw
(mit den Bezeichnunsen aus Theorem %) eine Spiegelung

aus 2 (M) im Punkte O&M mit dem einfachen Eigenwert X

£ 1. Das Adjektiv ,reell" bezieht sich immer auf die fe -
ste reelle Form A von K, popiegelung" heifBlt immer Spiege-

lung von M in O.

Die dreil folgenden Sdtze geben eine Einteilung aller vor-

kommenden Spiegelungen in vier Klassen A - D.

SATZ 10: (i) Ist 8 = P(u)eW Spiegelung, so ist entweder

2 2 . o s
u- = e, oder u- - e ist Eigenvektor zum Eigenwert A,

(ii) Ist ul = e, so ist S reeller Automorphismus von A.
Beweis: (1i) Hs ist u = ut o= u, also u reell und somit
P(u) reell. Da we = e, ist P(u) Automorphismus.

(i) sei u? & e. Dann ist Se = P(u)wWe = P(u)e = ue & e,

~

also e nicht im Eigenraum A1 von S zum Eigenwert 1 ent-
halten; damit gilt A =Ce s A1. Seil nun z, ein Eigen-
vektor zu A. Dann hat z) nach HMultivlikation mit einem
skalaren lFaktor o.B.d.A. die Gestalt Zy = € + 2, mit

zﬁAq.
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Nun ist
¢ =u’ 4z, = Se + Sz, = Sz, =\
u” - e + 2, =u" +z, =S8e + 8z, = 5z, = Az,
also ist u‘-e = (A=1)z+ Higenvektor zum Eigenwert A
Wir behandeln zunichst den Fall u2 = e gesondert:

SATZ 11: Ist S ein reeller Automorphismus von A und

Spiegelung von M, so ist A = -1, und e

der beiden folgenden Fdlle ein:

A) Es gibt ein vollstédndiges

von A mit

Sd, = d,, Sd,=d,

B) Bs gibt ein vollstdndiges

von A mit

Beweis: Hat A den Grad 1, so

Orthonormal

ist A = R,

s tritt einer

system {d1,d2,d3§

system §d1, d2f

und es gibt nur

den Automorphismus %R’ der auf & = ¢ zu l@ fortgesetzt

wird. Dieser is* aber keinn Spiege’ung. Wir kinnen also

0.%.d.A. “nnehmen, dal A mindest. 2z zZwei

Idempotente bhesitzt.

orthogonale

Da S{A beziiglich der positiv-definiten symmetrischen Bi-
l

linearform ¢ von A aus §1 eine orthogonale Abbildung ist,

muB mit A auch 1/ Eigenwert von S sein. Das geht aber

bei einer Spiegelung nur, falls A = -1;

dann S2 = lK'

Zu dem reellen BEigenwert -1

vektor x€A, also Sx = -x. Seil

gibt es eine

= F 3 i s <
x = Eidy + .00+ £ 4, (notwendig s £

1

inshesondere ist

n reellen Eigen-

r = Grad A)



die WMinimalzerlegung mit den Idempotenten d1, ey dsé
E[x] = R(-x], die die simtlichen primitiven Idempotente

dieser Unteralgebra sind. 5x = -x hat dann die Minimal-

zerlegung

-%ydy = ... =F AL = -x = 5x = T,8d; + ...+ §_Sd,
wobei die Sd. wieder sdmtliche primitiven Idempotente der
Unteralgebra R[x] = R[-x] sein miissen. Wegen der Ein-

deutigkeit der Minimalzerlegung folgt daraus (0.B.d.A.)

Sd,] = d2’ o o o 3 Sd2k_1 = d2k,
. ’s?
S907 7820 wee s T = “Tog mitoko= izl
und falls s ungerade, \is = 0, 8d_ = d_. Insbesondere
ist der Fall s = 1 unméglich, da dann x = 0 folgen wiirde.

Wdre nun s >4, so gédbe es zum Eigenwert -1 die linear un-
abhingigen liigenvektoren d1—d2 und d3—d4, iWiiderspruch.
Es ist daher s = 3 oder s = 2, und wir haben den Fall A

oder B erhalten. L

Zur Behandlung des Falles u2 ¥ ¢ sind die beiden fol-
genden Lemmata ndtig (wobei weiter stets vorausgesetzt
wird, daf S = P(u)eV Spiegelung mit dem BEigenwert A # 1
ist).

LEMMA 12: Tst u° ¥ e, so gilt W(uz—e) = X(e—ﬁ2), und
W bildet die assoziative Unteralgebra C[uglauf sich
selbst ab.

-1

Beweis: Anwendung von P(u) = P(u_T) = P(u) auf die
2

Gleichung P(u)W(u2—e) = Alu“-e) ergibt
W(u-e) = AP(T)(u=e) = A(e-0?).



Die zweite Behauptung folgt daraus, daB wegen 3° = (112)-1
nach [1], $.142, Satz 2.1,
Cﬂ[u2] = @[1_12] = C [u —e] [u ~e] . ]

Sei nun {01, ceey Cr} ein vollstédndiges Orthonormalsy-
stem von A, so daB nach der Bemerkung 2 zu Theorem 3

u die Form

Wo=mMacy + ..+ Wrcr mit M4 ...,’QréiU(T)

hat. (Da r der Grad der Algebra ist, sind die ¢; primi-

tiv; dief\qi sind nicht notwendig verschieden.) Damit ist
2 .2 2

u = ﬂ1c1 + cee + rcr

Seien o.B.d.A.’Wf, ...,7]

unter denqu. Dann sind die

(mit s £r) die verschiedenen

dj $= Z C fiir J = 1, eeey S

el

I (k =

nach [1], S.22, Satz 4.2, gerade die primitiven Idemvo-
tente der assoziativen Algebra &Eu21.

LEMMA 13: W operiert als Permutation W der Ordnung 2 auf
der llenge {1, ey s} der Indizes von d1, ceay ds’ und
zwar gilg

2 ~2
de = d, u;j -1 = A-(1 - rrgk).

Beweis: Der Automorphisnus ch[u2w der Unteralgebra &[u%
erhdlt die Eigenschaft "nrimitiveé Idempotent". Daher ist

wliay,ee,d}] = {a,, «o., ad.

Sel also nun de = dﬂ(j)‘ Dann ist
2 2
Nh Ty toeee t OQS 1)dﬂ(s) = W(u“-e)
_ 2N 2 -2
—'%(e—u ) = A(1- rq1)d,| F e 1—ns)d .
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Da diese Zerlegung wieder (nach [1], §.22, Satz 4.2) ei-
ne eindeutige Minimalzerlegung ist, folgt

. _ _ 2 _ =2

t.

Damit gilt aber auch
1.2 _ 2 2 . n(1.=2
e = AM3-1), also My-1 = A(1-75),

also de = dj und somit ™ =T . L

Y

BEMERKUNGEN: 1.) Wﬁ = 1 kann htéchstens fiir ein j vor-

(3 ‘3

kommen, da ja qf, ...,’v; verschieden sein sollten; in
diesem Fall gilt natiirlich de = d..

2.) Wir jedes j =1, ..., 8 ist P(u)d, = m3d..

SATZ 12: Ist S

ner der folgenden F&dlle ein:

P(u)sW Spiegelung von M, so tritt ei-

A) BEs gibt ein vollstidndiges Orthonormalsystem §d1,d2,d3§
von A, so daB
> - . )
u® = ed, + fd, + d3 mit ?:U(1) und
Wd, = dy, Wd, = dy, Wy = ds.

—

B) Es gibt ein vollstidndiges Orthonormalsystem gd1, d2
von A, so daf3

u’ = pd, + Bd, mit ecU(1) und
Wa, = d,, VWd, = d,.
In den R8llen A und B ist A= -=1.
C) Es gibt ein vollsténdiges Orthonormalsystem %d1 , d2z

von A, so dajB

ue = Ad, +d, und Wi, = d Wd. = d

2
D) Hs ist u"=de, d.h., P(u)=Als, P(u)eW = NV.
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Beweis: Falls u2 = e, haben wir schon in Satz 11 gesehen,
daB Fall A oder B (mit 9:1) eintreten mufB. Sei also von
jetzt an u2 £ e. VWir greifen auf Lemma 13 zurilick und

unterscheiden zwei F&lle:

I. Es gibt ein j¥k mit de =d Dann ist

e
P(u)ew(ﬁjdj + Wkdk) = P(u)Owjdk i'Wkdj)

2 .
= vjvkdk ikaﬂédj = iﬁﬁwk(wjdj i’qkdk).

ks sind also ivjﬁk Ligenwerte von S. Damit ist gezeigt:

K
das auch nur bei A=-1., Es mufl dann vak = +1, also

2,2 .

Alle Ubrigen 4

Der Fall de = d, mit j+k kann nur einmal vorkommen, und

1 werden von W auf sich selbst abgebildet,

also

_ 2 y .
P(u)Wd1 = P(u)d1 “(nldl filr 1 % 3, k,

also ﬂ§:1, da der Eigenwert #1 schon vergeben ist. Die-
ser Fall kann nach der Bemerkung 1 zu Lemma 13 also auch
hochstens einmal vorkommen. Daher ist s = 2 oder 3 (denn

s=1 scheidet durch die Voraussetzung I aus).

Im Pall I kann also nur gelten (mit ?:%?#1 und bei geeig-
neter Numerierung):

2 _ - 2 -
u- = ?d1 + §d2 + d3 oder u = ?d1 + ?dZ'

Damit tritt der Fgll A oder B ein.

IT. Piir alle j =1, ..., s gilt de = dj' Da nun stets
P(u)de = n?dj, sind alle‘ﬂ? Tigenwerte von S. Da es
davon nur zweil verschiedene gibt und uz#e, null einer der

]

beiden Fdlle C, D eintreten. L.
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§3. EXPLIZITE BESTIMMUNG ALLER SPIEGELUNGEN IN BESCHRANK-
TEN SYMMETRISCHEN GEBILTEN VOM KEGEL-TYP

In den folgenden vier S&tzen werden die Fdlle A - D ein-
zeln behandelt. Die Ergebnisse werden abschlieflend in

zwel Theoremen zusammengefal3t.

SATZ 13 (Fall A): Sei A eine formal-reelle Jordan-Alge-
bra, M das zugehdrige heschridnkte symmetrische Gebiet.

» ~ ~ 3
Sei weiter W ein reeller Automorphismus von A, ueA mit

w’ = pdq + §d2 + dz,
wobei 9€U(1), {d1,d2,d3} ein vollstandiges Orthonormal-
system von A und Wd1 = d?, Wd2 =d ., Wd3 = d3. S = P(u)eW

sei Spiegelung.

!

Dann ist M ein reduzibles Gebiet, M = M, Xx M2, wobei 5 auf

1
M? die Identitdt ist und auf M, der Fall B eintritt.

1

Beweis: Sei A = QB Kij die Peirce-Zerlegung von % be-
1<)
ziiglich {d1,d2,d33. Dann sieht man sofort aus der Defi-

nition der A

it
. e - _ ~ T ' _ o~ N ;‘r— b _ o~
W_A11’ = A22, W-AZE- = A11, N1A331 = A33’
I - X X 7 - % Jir ) - %
WL§12] =K, w5l =Ry, Wl = K5,
ferner P(u)[ﬂijg = Kij fiir alle i, j nach der Bemer-

kung 4 zu Theorem 3.

5 186t also K@ A, Ky = A (d5), Ky50 Kyz = A,(dy)
und Azz = A1(d3) fest, wobei der Bigenwert -1 auf

AO(GB) angenommen wird. Auf Kﬁﬁ
Eigenwert 1 haben, S muB also hier die Identitdt sein

-

(da diagonalisierbar). Das geht aber wegen SiK13;=

d3) kann S daher nur den

Aoz
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nur, falls K13 = A23

Damit ist & = Xo(dB) ® K1(d3) eine direkte Zerlegung

in Ideale, wobei S auf 11(d3) die Identitdt ist und auf
Ao<d3) der Fall B eintritt. Die Behauptung folgt mit _
Satz 9. i

= 0, also & (d;) = O.
A /z 5

SATZ 14 (Fall B): Sei A eine formal-reelle Jordan-Algebra
vom Grad r, M das zugehdrige beschrédnkte symmetrische Ge-
biet. Sel weiter W ein reeller Automorphismus von X, uel
mit

u® o= pd, + §d2,

wobei ?EU{1), {d1, d2} ein vollstidndiges Orthonormal-

system von A und de = d2, Wd2 = dW' S = Plu)eW sei

Spiegelung.

Dann sind d. und d2 primitive Idempotente, d.h., r = 2,

1

M 3
also M -_I1 1><M11

Sd1 ? Sd

nder M = Ln’ und S5 hat die Fornm

N
-0
oF

SlE,a) = M

Diese Abbildung ist tatsichlich Spiegelung in 2.(M).

Beweis: Sei A4 = K11® K1?® X?Z die Peirce-Zerlegung von
i beziiglich {d1, d2} Dann is* wieder unmittelvar klar,
daf

T Y wow TN wiry 27

TR T Ao Woa T A ko, = Aoy

~

P(u) A1J Aij fiir all- L, J.
Also ist S auf A12 die Identit#it, da der Eigenwert -1 in
A11® A?Q pwaufgebraucht" wird. Widre nun dlmCA11 2, SO
gédbe es zwel linear unabhingige Vektoren z1,22c_A11, al-
so die beiden linear unabhingigen Bigenvektoren z,-Sz

1 1
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und z?—Sz2 zum Eigenwert -1. Also ist K11 = ®d1, ebenso
A22 = &dz; damit sind 4
bewiesen.

1 und d2 primitiv, und r=2 ist

Es ist also nur noch zu zeigen, dafl die angegebene Ab-
bildung tatsdchlich in z.(M) liegt:

Wir wihlen MEU(1) mit «f:g,
reellen Automorphismus W von
TN

=md, +md, und einen
mit Wd1 = d2, Wd2 = d1,

~ = +1~ . DaBl es diesen Automorphismus gibt, ist
Ao TR

im ¥Falle A =R @R +trivial, da dann d

u
A

] und d2 die ein-

zigen Idempotente von A sind (#e). Andernfalls sei

P

o.B.d.A. A =JRn,M,e1i. Mir das spezielle Orthonormal-
system {d1,dé§ = §c1,c2} steht der gesuchte Automorphis-

mus in Lemma 1; ist {d d23 ein anderes vollstandiges Or-

17
thonormalsystem von A, so sei WO ein Automorphismus von

A mit Wod1 = Cy» Wod2 = Coe Die Konjugation des passen-
den Automorphismus aus Lemma 1 mit WO ergibt den gesuch-
ten Automorphisnus. [}

SATZ 15 (Fall C): Sei A eine formal-reelle Jordan-Algebra,
M das zugehdrige beschrédnkte symmetrische Gebiet, W ein
reeller Automorphismus von K, uek. Bs sei {d1,d2§ ein
vollsténdiges Orthonormalsystem von A mit Wd1 = d1, Wd2
=dy. S = Plu)owW sei Spiegelung mit dem Eigenwert r&1,

und es sei

2 _
u” = Rd1 + dse
Dann ist M ein reduzibles Gebiet, M = M
die Identit&dt ist und auf M

g X Ty, wobei S

auf WU der Fall D eintritt.

2

Beweis: (ei A = A

1

11 @ K12 2] K22 die Peirce-Zerlegung
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. . ol% 7 _ % a
beziiglich {d1,d21. Da oiAijl = Aij f
11 vorkommt (Sd1 = kd1!), geniigt es wie-

der zu zeigen: A12 = Q.

iir alle i1,j und der
Bigenwert N in A

u hat die Gestalt
. 2
uo=Mey - Me, + Cy = Cy mit ™" = A,
wobel die cieA idempotent oder O sind und Ci+Cph = d

1’
03+c4 = d2 (Beweis: Beim Quadrieren der in der Bemerkung

2 zu Theorem 3 nach ,Zusammenfassung gleicher Koeffizien-

ten” gegebenen Minimalzerlegung von u mufl u£=Xd1+d2 her-

auskommen). Damit ist
P(u) = A'P(c))+P(c,)-4L(c,)L(c,)l + Pleg)+P(c,)-4L(cy)Llc,)
+ 4m[L(c,)T(cy)-L(c)Be,)-I(e,)T(eg)+Llc,)Lic,)]
= Al

wobel D

1 D2 + f‘("(DB,
~ =0, D~ | = P(uw)ly .
iy, T O P2l 122 1412

Da 01,02,03,04 reell, ist D, reell. AuBlerdem ist auch W

3

= 0 und qD

reell und Sly =17 . Da S'n = P(u)eWis = mDoWig
Ao Ao Ao Ao T3 T A
mul3 entweder Ay, = 0 oder M reell, alsorq: +1 sein und

somit A= 1, Widerspruch.

Also ist A12 = 0.
SATZ 16 (Fall D): Sei A eine formal-reelle Jordan-Algebra
vom Grad r, M das zugehbrige beschridnkte symmetrische Ge-

biet, W ein reeller Automorphismus von A, uei. 8 = Plu)ew

sei Spiegelung mit dem Eigenwert X#1, und es sei
u2 = Ae.

Dann ist entweder



(1) r=1, also M ®¥ ¥ , und S8 hat die Form z+——>A\2z,

1,1

oder

(ii) r=2; dann ist *=-1, und eé ergibt sich der Fall 3B
mit p=-1.

In diesen beiden Fdllen ist S tatsidchlich Spiegelung in

2 (M),

Beweis: Ist u2:Re, so ist (%u)é = e mit W2=A, also

P(%u) = %P(u) ein Automorphismus von A; da auch (%u)(%u

= e, 1ist ﬁu reell, also %P(u) ein reeller Automorphis-

mus. Somit ist S = P(u)eW = KWO mit einem reellen Au-
tomorphismus Wo von K, der den einfachen Eigenwert 1 und

sonst hochstens den Bigenwert % = X hat.

Ist r=1, so ergibt sich sofort (i); andernfalls kommt
der Eigenwert A von WO wirklich vor. Da WO eine orthogo-

nale Abbildung ist, ist also A=-1 und insbesondere Wizlz.

Der Eigenraum zum einfachen Eigenwert 1 von WO wird von

e aufgespannt. Da WO reell ist, gibt es einen Eigenvek-

tor x€A mit W x = -x. BSei x = T,d,+ ... +% d die Mi-
0 11 s 8

nimalzerlegung. WOX = -Xx hat dann die Minimalzerlegung

_r _ _X¥ - _ -y — v e w
SRR S x = W x = T,W dy+ ... +E W A,

Sei o0.B.d.A. ¥, %0 (da x%0); dann ist W_d
o0.B.d.A. Wod1 = d2 und somit auch Wod
Wo(d1+d2) = d,+d,, also d, +d, Eigenvek
17 und somit

3 d1, also
d1l

or zum Eigenwert

1
= Damit ist

N O

dy +d, =pe = H(d1 + ees + ds)

1 2
mit peR. Es muB also s = 2 (unth=1) sein.

Also ist u® = Ae = -d,-d,,

B. Insbesondere muf3l nach Satz 14 r=2 sein.

und wir befinden uns im Fall
=t
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Vor der abschlieBenden Zusammenfassung bringen wir die
Aussagen fiir r=2 noch auf eine etwas iibersichtlichere
Form:

LEMMA 14: Die in Satz 14 konstrulerten Spiegelungen S
sind in 2°(M) zu der Abbildung S, mit

S d, = d S d, =4 S = 1y
17 %2 P2 T G Sol K, T KL,
konjugiers.
Beweis: Wir wihlen u, mit ug = d1 + ?d2. Dann ist
Y = X a Soe A e = ~
P(uo)iAmI- K., und P(u )-8-P(u) v = 1p .
P12 12
, . N I 2 _ .
Ferner ist P(uo) = P(uO ) und u® = d, + 0d,, also
. . S = ma
P(u )8P(u )™ a, = Plu )sd, = Plu )pd, = ¢0d, = d,,
ebenso P(uO)SP(uO)—1d2 = d,, also insgesamt
. -1 _ ;
P(uo)oboP(uO) = S, ]

KOHROLLAR: (i) Die Spiegelungen vom Typ B in My <M
b 9

(z1,z2fhmmv>(z2,z1f
konjugiert.
(ii) Die Spiegelungen in L, sind alle in z (Ln) zu
() (z1,22,...,zn)tt~~~~>.(-z1,22,...,Zn)JU
konjugiert.

Beweis: (i) klar, da R ® R nur die heiden Idempotente
(1,00 und (0,1) hat.
(ii) Konjugiert man die in Lemma 14 gefundene Form noch

. . , i o
mit einem reellen Automorphismus von € ,3,91], der
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{d1,d2} in das vollstidndige Orthonormalsystem {01,c?}
aus Lemma 1 (ii) iiberfiihrt, so erhdlt man, daB alle
Spiegelungen zu

vt

t
) (21,-22,23,...,zn)

(%x%) (z1,zg,z3,...,zn
konjugiert sind (in Ei(Ln)). Die Abbildung (%) ist in
2. (M), ndmlich gleich P(u)eW, wobei W die kanonische In-
volution von A (siehe Anmerkung zu Lemma 1) und u = ie
ist. Da die Abbildung (%) trivialerweise Spiegelung ist,

liegt sie guch in derselben Konjugationsklasse wie (%x).

Ll

THEOREM 4 (Spiegelungen in irreduziblen beschridnkten
symmetrischen Gebieten vom Kegel-Typ):

Sei A eine einfache formal-reelle Jordan-Algebra vom
Grad r, M das zugehdrige irreduzible beschrinkte sym-

metrische Gebiet. Dann gilt:
(1) Ist r > 3, so hat M keine Spiegelungen.

(ii) Ist r = 2, so ist M < Ih_(1123)' M hat nur Spie-
gelungen der Ordnung 2; diese sind alle zueinander kon-
duriert. Die Spiegelungen in Z (M) sind genau die in Satz

14 beschriebenen Abbildungen.

(11i) Ist yr =1, sc ist M 2 M, ,. W hat
4

beliebiger Ordnung; -1¢ Spiegelung in 2-(M) hat die

[&

Spieg~lungen
Form zZi—»A2z mit einer Einheitswurzel A.

KOKOLLALK: (i) Bs gibt keine Spiegelungen in den Gebieten

5. (r>3), Mr,r (rz73), TH (r23), 327.

(i1) In L, (n23) gibt es Spiegelungen der Ordnung 2.
Diese sind sdmtlich zur Abbildung (%) konjugiert.



THEOREM 5 (Spiegelungen in reduziblen beschrinkten sym-

metrischen Gebieten vom Kegel-Typ):

Sei M ein beschrénktes symmetrisches Gebiet vom Kegel-
“yp, M = M1x ...XN% eine Zerlegung in irreduzible be-

schridnkte symmetrische UGebiete vom Kegel-Typ. Hiir eine
Spilegelung S von M gibt es genau die beiden litglichkei -

ten:

(i) M enthdlt einen Maktor = I oder L, ; auf diesem

1,1
faktor ist S Spiegelung, auf den iibrigen die Identitat.

(ii) I enthilt zwei Faktoren = My 4y 0.B.dL AL My = M, =
9

M1 1 und § ist konjugiert zu der Abbildung
’

( IR )
BysZpyBrgyeeeyly. \ N2p9ZyslgyeneyZy) o
Inshesondere hat W keine Spiegelungen, wenn kein Faktor

=2 I ocder L. ist.
n

1,1
ANMBERKUNG: Ein Vergleich mit der Einleitung zeigt, daB
Theorem 5 dem Satz (B) und das Korollar zu Theorem 4
dem Satz (C) von Gottschling entspricht. Das Analogon
von Satz (A) fiir die Gebiete vom Kegel-Typ ist schon

LT :
in 6., 85.414, bewiesen.
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